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PREFACIO 
Este material fue elaborado para ser usado como libro de texto en la Unidad de Ensei'lanza 
Aprendizaje (u.e.a) de Dinámica, que se imparte con el Sistema de Aprendizaje 
Individualizado (SAl) dentro del Tronco General de Asignaturas de las carreras de 
ingeniería en la Unidad Azcapotzalco de la Universidad Autónoma Metropolitana. Por 10 
que su contenido se apega en su totalidad al programa del curso. 
Esta u.e.a. tiene una duración aproximada de 45 horas de clase en 30 sesiones de 1.5 horas 
y es cursada generalmente por los alumnos en el tercer trimestre de alguna de las carreras 
de ingeniería. Tienen como antecedente dos cursos de Cálculo Diferencial e Integral y dos 
de Física. La descripción sintética de los ultimos es la siguiente: 
Fuerza y Equilibrio. Se refiere fundamentalmente al equilibrio estático de partículas 
puntuales y brevemente de cuerpos rigidos y deformables. 
Energías Mecánica y Eléctrica. La Cinemática y Dinámica de una partícula dando 
especial énfasis al concepto de energía y su conservación. 
En cuanto al contenido, se dividió en ocho unidades tomando en consideración que es un 
curso de aprendizaje individualizado y tratando que el alumno se motive al alcanzar metas 
especificas que no sean muy difíci les de lograr y que reflejen un avance real en su 
aprendizaje. Cada unidad esta organizada presentando primeramente UDa introducción 
mediante la cual se busca motivar al estudiante al estudio del tema, a continuación se 
desarrolla éste siempre tratando de enfatizar los conceptos físicos y reduciendo al minimo 
las complicaciones con la matemática y al fmal se incluyen la autoevaluación y un examen 
tipo de cada unidad. Las unidades contienen también ejemplos resueltos que no sólo ayudan 
a tener un mejor entendimiento de los conceptos físicos, sino también muestran un 
procedimiento a seguir para resolver problemas eSpe<:íficos. 
En el desarrollo de las unidades se ha tratado de plasmar la experiencia de 25 años del autor 
como profesor de tiempo completo en la Universidad Autónoma Metropolitana, evitando 
algunos desarrollos matemáticos dificiles de manejar para el estudiante y s iempre tomando 
en consideración que el curso es para estudiantes de ingeniería, a los cuales aunque los 
motiva el estudio de las ciencias por el conocimiento mismo de la naturaleza.. su enfoque es 
más práctico que el de los estudiantes de ciencia. 
Al fmal se incluye una bibliografia que trata los diferentes tópicos de éste curso, con mayor 
profundidad y se invita a los alumnos a que acudan a ellos. Asimismo se les sugiere 
también que resuelvan un mayor numero de problemas de los que se encuentran en estos 
libros, para los cual se les indica de manera específica los que les conviene resolver para 
lograr una mejor preparación. 
Como una ayuda para el entender el porqué de la organización de este material, se 
describirá brevemente en que consiste el SAl. Este es un sistema de enseftanza-aprendizaje 
fundamentado en la participación activa de l estudiante que lo motive a aprender de acuerdo 
a sus aptitudes y esfuerzo personal, a través del apoyo e impulso del profesor en los 
momentos que verdaderamente lo necesita. Las características del SAJ en la unidad 
Az.capotzalco de la UAM, son las siguientes: 
l. Se elimina la clase expositiva del profesor como fuente fundamental de información. 
2. La principal fuente de información es escrita 
3. El alumno acude al salón del SAl, a estudiar, a participar en discusiones de grupo, a 
analizar problemas con sus compaileros, a pedir asesoría y a presentar evaluaciones. 
4. El contenido del curso se divide en pequeftas unidades que se evaluan en forma 
independiente. 
5. Cada alumno aprende como resultado de su propio esfuerzo y avanza en el curso al 
ritmo que su capacidad le permite. 
6. Se evita el esfuerzo negativo permitiendo al alumno reciclar (reiniciar el proceso de 
enseftanza-aprendizaje), cuando falla en un examen. 
7. El alumno cuenta con el apoyo del profesor y con un grupo de asesores, que le orientan 
y aclaran sus dudas dentro del proceso enseflanza-apredizaje. 
Como consecuencia de 10 que es el SAl en la UAM-Azcapotzalco, se consideró necesario 
la elaboración de éste libro. Se sabe que es perfectible y se le iran haciendo los ajustes que 
dicte la experiencia de los alumnos y profesores. 
Vaya mi agradecimiento por el apoyo recibido en la elaboración de este libro por parte de 
los profesores: Abelardo Luis Rodríguez Soria, por su amable disposición para intercambiar 
puntos de vista sobre el contenido del cuno, al jefe del área de Física Mauricio Bastién; a 
Raymundo Fajardo, por su asesoría en cuestiones de computo y a Nicolas Falcón 
Hemandez. Asimismo a la maestra Josefma Becerril A, coordinadora del SAJ, por el 
respaldo recibido en los aspectos administrativos. 
UNIDAD I 
SISTEMA DE PARTÍCULAS 
J. Introducción 
En cursos anteriores se han estudiado las Leyes de Newton y han sido aplicadas a 10 que se 
le llama partículas puntuales y que resultan ser una abstracción, pues en el sentido estricto 
de la palabra, no existen. Bajo ciertas circunstancias. dichas leyes pueden ser utilizadas para 
estudiar y predecir el movimiento de los cuerpos que observamos. los cuales se pueden 
considerar como un agregado de un gran número de particulas. A eSle agregado se le 
conoce como un s istema de partículas el cual se defme como: 
"Un conjunto de puntos masa (objetos sin dimensiones) separados entre sí y considerarlos 
individualmente como partículas puntuales". 
Lo que caracteriza a un sistema, es lo siguiente: 
El número de partículas que lo integran. 
Sus masas. 
• Las fuerzas que ejercen unas sobre otras, Fij • llamadas fuerzas internas. 
Cuando se aplica la segunda ley de Newton a un cuerpo real, 
donde Fn es la suma de fuerzas o la fuen;a total actuando sobre m, resulta más complicado 
que para el caso de partículas puntuales. Para estudiar el movimiento de dicho cuerpo, se 
considerará como un sistema de partículas, defmido anterionnente, las cuales se mantienen 
unidas mediante fuerzas internas que actúan entre ellas y que obedecen la tercera ley de 
Newton. Para evitar complicaciones con las matemilticas, el primer sistema de partículas 
que será considerado consiste solamente de tres partículas y los resultados que se obtengan 
pueden ser generalizados a sistemas más complejos. 
IJ 
tI . Sistema de Tres Panículas. 
Las fuerzas que actúan sobre cada una de las tres panículas ~ muestran en la figura 1.1, Y 
pueden ser divididas en dos clases, a saber: (1) Fuerzas externas (Fei) que actúan desde el 
exterior del sistema, v (2) Fuerza .. internas (Fii) Que se ejercen mutuamente las panículas. 
! F" FI2 02 /F12 
;0' F" F m, " 
Con el propósÍlo de facilitar el entendimiento de 10 que se presenta a continuación, se 
considerara que las fuerzas internas actUan a lo largo de la linea que une las partículas, sin 
embargo para el caso en que las fuerzas internas no son de este tipo, los resultados que se 
obtienen a continuación también son válidos. 
Considéren~ las fuerzas que actúan sobre la partícula 1: 
Siendo Fe1 la fuerza externa total que actúa sobre m1, F2\ y Fll las fuerzas internas que 
ejercen las partículas 2 y 3 sobre la 1, respectivamente. Ecuaciones similares ~ tienen para 
las otras dos partículas. 
F t3+F2l+F1l=m)a ) 
Sumando las tres ecuaciones, se obtiene. 
Pero las fuerzas internas obedecen la tercera ley de Newton, por lo que: 
(1-2) 
Combinando las dos últimas ecuaciones, se obtiene 
(1-3) 
Siendo Fn la suma de fuerzas externas que actúa sobre el sistema. Nótese que las fuerzas 
internas no intervienen en el análisis, porqu~ se anulan entre si, por pares. 
La ecuación 1-3 se puede reducir. escribiendo el lado derecho como 
Donde f l> f 2 Y f l, representan los vectores de posición de las partículas. Si ahora se defme 
un vector R tal que 
En donde M= m ] + m I + ffi l' que es la masa total del sistema. Al vector R se le llama el 
vector de posición del centro de masa del sistema de partículas. De la ecuación 1-4, se 
puede obtener la velocidad del centro de masa. 
l' 
y de esta la aceleración A del centro de masa 
Mezclando este resultado con la ecuación 1·3 , se obtiene la ecuación 
d' F-M-- R-MA d,' 
Así se ha encontrado que el centro de masa de un sistema de partículas, es un punto que se 
compona como si toda la masa del sistema estuviera concentrada en él y como si la fuerza 
total externa actuara sobre él. 
El centro de masa es muy uti l en el estudio del movimiento de translación de los cuerpos 
rígidos. como se verá posteriormente. 
Si el sistema estuviera compuesto por N partículas en lugar de sólo tres, se obtendria el 
mismo resultado, esto es 
d' 
F-M - R=MA 
d" 
Donde ahora F, M y R están deftnidas en forma general como 
" 
n-l) 
(1-6) 
Siendo Fei la fuerza externa que actúa sobre la panícula i y r la fuerza externa total 
actuando sobre el sistema 
1Il . Centro de Masa 
l . Calculo del Centro de Masa 
La ecuación 1·5 se puede aplicar para facilitar la solución de problemas que impliquen el 
movimiento de translación de objetos reales, pero antes se debe ser capaz de calcular el 
centro de masa de dichos objetos así como su veloc idad y aceleración. A partir de las 
ecuaciones 1·6, se puede obtener lo que se requiere en la descripción del movimiento del 
centro de masa; como se muestra en los ejemplos que se presentan a continuación. 
Ejemplo 1 
Calcular el vector de posición del centro de masa de las tres partículas de masas iguales, 
que se encuentran en las posiciones (0,0), (1,2) Y (2,0). 
Solución : 
Expresando en componentes (X,Y) la ecuación para el vector de posición de centro de masa 
R, a partir de la ecuación 1·6, 
m lx ] + m1x¡ + ffi ) X ) m(O)+ m(l) + m(2) X= - - = . 
mi +m¡ +m) 3m 
y m ,y , + m¡ y¡+mly,. ~ m(O)+m(2)+m(O) 2 
m, + m, +m, 3m 3 
Por lo tanto el vector de posición del ~ntro de masa es 
Ejemplo 2 
Dos partlculas de masas mI Y ffi2, se mueven en plano horizontal sin fricción, y tienen 
inicialmente las veloc idades indicadas. Si a partir de esa posición se aplican las fuerzas 
" 
mostradas, calcular como función del tiempo t, los v«torcs: aceleración. velocidad y 
posición del centro de masa. 
m'-f_--+ v" 
2 m FI 
1 v20 
3m 
Utilizando la ecuación ¡-5. se tiene que 
F, 
FI+F2=MA 
, 
m 
V IO =1 -
s 
Pero F Iz:(O.-4) y F2=(O,8). Sustituyendo estas expresiones y M: 5 kg en la ecuación 
anterior 
(0,-4) + (0,8F MA 
~ 
Aoo(O,S) 
Esto indica que el centro de masa describe un movimiento con aceleración constante, por lo 
cual su velocidad está dada por: 
V=VO .. At 
ecuación para la velocidad instantánea en un movimiento con aceleración constante. 
" 
Para determinar Vo se necesita utilizar la ecuación para la velocidad del centro de masa y 
tomar en consideración que " 10=(2,0) y " ro=( -1,0) 
1 I I 
VO='M ( m i V,O + ffi 1 V ZII )" S P-(2,O)+3 · (-1.0)]=( S,D) 
1 
Vo=( s ,O) 
Como A es constante la posición del centro de masa en función del tiempo esta dada por: 
R(t)=R.,+Vot+ ~ At2 
2 
Para determinar R(t), primero necesitamos conocer Ro. lo cual se puede hacer mediante la 
ecuación, 
en la figura anterior se puede apreciar que r lQ={0,2) Y rw=(3,0), así 
y por lo tanto 
en componentes 
R.,-! [2 ' (0,2»3 ' (3,0))"( 2, ~ ) 
5 5 5 
x =2 +!t 
5 5 
Y=~ + ~t2 
5 5 
2. Cambio de Posición del Centro de Masa 
Sea mi Y m2 dos cuerpos que integran un sistema, si cambian su posición, el vector de 
posición R del centro del centro de masa cambiara también de acuerdo a la ecuación 1-6, de 
la siguiente manera 
y en componentes 
" 
0-7) 
(1-8) 
Sin embargo, si las partículas están inicialmente en reposo y empiezan a moverse bajo la 
influencia de una fu erza externa en la dirección vertical, la posición horizontal X del centro 
de masa, no debe cambiar, por lo tanlo 
de donde se obtiene 
De aquí se concluye que los cambios de Xl y X2 tienen direcciones opuestas y tiene una 
relación inversa con sus masas. De esta última ecuación se puede ohlener la relación entre 
el cambio de Xl con respecto a X2 , expresado como ~112=1U1 -6x2 . de la siguiente manera 
despejando /U] 
1lx112= 6xI-6x2"= /U[+ ~ ÓXI 
m, 
(1-9) 
De esta relación se obtiene 4x1 lo que mueve m i con respecto a un sistema fijo en el piso 
(laboratorio) a partir de ÓX lf2, que es lo que se desplaza m 1 con respecto a rn2. Esta 
expresión es útil en la solución de problemas que cumplen con las condiciones descritas, 
como se muestra en el sigu iente ejemplo. 
Ejemplo 3 
Una persona de masa m se desplaza sobre un tablón de masa M y longitud L, que se 
encuentra sobre una superficie sin fricción . ¿Qué distancia se ha movido el extremo 
izquierdo de! tablón cuando la persona ha alcanzado el extremo deredlO? 
2U 
ºm~ L M=50kg 
I 
• • L=2m 
Claramente en este ejemplo, no hay fuerzas externas actuando en la dirección lI. y eltab16n 
y la persona se encuentra inicialmente en reposo. En ecuación 1-9, sea rnl"'M (tablón) y 
m29n ([a persona); al avanzar el hombre hasta el extremo izquierdo del tablón, nótese que 
se ha desplazado una cantidad L respecto a éste, por lo tanto el tablón respecto al hombre se 
ha movido -L. As! rut ll2 que es lo que se mueve el tablón respecto al hombre es claramente 
-L De esta manera la distancia d que se ha movido el extremo izquierdo del tablón es: 
d=L\xl -·~ID¡ln~~L=-~(2)=- 1 .09m 
mi + m, !II + m 50 +S0 
Esta es la distancia que se desplaza el extremo izquierdo dellablón . 
IV. Impulso y Momento Lineal 
La segunda ley de Newton como se conoce generalmente 
Fn=ma 
describe la fonna como las fuerzas influyen en el movimiento de los cuerpos. Sin embargo 
es un caso particular, cuando la masa es constante, de la forma original como la estableció 
Newton, en donde se consideran posibles cambios en la masa. ESlo sucede en casos como 
las naves espaciales, cuya masa es variable dado que el combuslible que se va quemando 
conforme asciende conslituye alrededor del 90% de la masa inicial de la nave. 
La referida forma de la segunda leyes: 
d 
Fn- d,- (mv) 
En donde a la cantidad vectorial dentro del paréntesis se le conoce como momento lineal o 
cantidad de movimiento, y se representa con la letra p 
li 
p--m' 
y tiene unidades de kg mis o newton-s. Así la segunda ley en su forma alterna es 
(1-10) 
Nótese que esta es una ecuac ión vectorial y expresada en sus componentes x,y. queda como 
A partir de la ecuación 1-10. se puede determinar el efecto que produce Wla fuerza F(t) en 
un intervalo 81, despejando dp 
e integrando ambos lados de la ecuación 
, 
P2-Pl= ó.p=- JFndl (1- 11 ) 
Al miembro derecho de esta ecuación se le llama impulso de Fo y se representa con la letra 
J 
(1-12) 
De la ecuación loll 
J=.:lp (1-13) 
Ecuación que expresa que el impulso que una fuerza Fn actuando en 6.t, comunica a un 
cuerpo es igual al cambio en e l momento lineal de éste. 
La ecuación 1-12 se puede integrar fácilmente si la fuerza es constante, en tal caso 
J o::Fó.t (1-14) 
Si varía en función del tiempo, se puede tomar el valor promedio de la fuerza y de esta 
manera se obtiene el impulso como: 
J"' F ó.t (1-15¡ 
Siendo F el valor promedio de la fuerza en el intervalo 6.t. Asimismo 
En ocasiones se conoce la fuerza en función del tiempo a trav~s de una gráfica de t versus 
F, en este caso se calcula la integral de Fdt y por lo tanro J, mediante el área bajo la curva. 
En una colisión entre dos cuerpos gt:neralmente el tiempo que dura ~sta es muy pequei'lo, lo 
cual hace que la fuerza que se ejercen mutuamente los cuerpos que colisionan sea muy 
grande en comparación por ejemplo con su peso, ocasionando con ello cambios violentos 
en su velocidad. A este tipo de fuerzas se les conoce como impulsivas. 
Ejemplo 4 
Un lanzador arroja una pelota de béisbol cuya masa es de 113 gr, a una velocidad de 140 
kmIhr hacia un bateador. La pelota es golpeada con el bat en el punto A y sale disparada en 
la dirección y con la velocidad que muestra la figura. Sabiendo que la pelota estuvo en 
contacto con el bat durante 0.012 s, determinar la fuerza impulsiva promedio ejercida sobre 
la pelota durante el batazo. 
En componentes 
De la figura 
/ 
70 mis 
30' 
.....-- 140 kmltu=J8 .89 mis 
A "'-------'---- O 
v~I""-J8.89 mis; vy1 -o; vu""70·cos JO=6O.6m1s vy2-70· sen3CFJ5m1s 
B 
por otro lado 
Combinando estas últimas ecuaciones 
F '" m(V' l - Y,I) =0.113 60,6 - (- 38.88l = 936.9 N 
K 6.1 .012 
Fy m( V,1 - v~ ) _ 0.113(35 - O) _329.6 N 6.1 .01 2 
F-(936.9,329.6) 
y su magnitud y dirección son: 
F~93.2N; 
Ejemplo 5 
Un collarín de 4 kg inicialmente en reposo, esta sujeto a una fuerza variable F, cuya 
dependencia con el tiempo se muestra en la siguiente gráfica. Detenninar su velocidad en 
1-"6 s. El coefic iente de fricción cinctico, entre el collarín y la barra es de 0.1. 
m=4kg 
F(N 
10 
(6,2) 
I(S) 
Esle problema se puede resolver mediante la ecuación para el impulso 
J =6.p 
Donde 
• J~ fF"dl 
• 
Siendo la fuerza total Fn=F-f. la fuerza que ejerce el conario (F) y f la fuerza de fricción 
, , 
J~ !(F-f)dF !Fdt-~O-U) 
• 
Siendo t2'=6 s y 11=0, Así mismo 
l\p=mv(6) 
por 10 tanto 
v(6)=:!. 
m 
J tiene dos ténninos, un impulso positivo debido a la fu erza F dada en la gráfica como 
función de t y uno negativo debido a la fuerza de fricción la cual es constante, por 10 que 
para la fricción se puede integrar fácilmente de acuerdo a la ecuación 0-14). La integral 
para la fuena F, se tiene que calcular con el área bajo la curva que corresponde a un 
trapecio cuya base mayor es ION Y la menor 2 N Y la altura 6 s, como se puede apreciar en 
la gráfica. La fuerza de fricción está dada por 
y 
Por 10 tanto 
F p N"" pmg=O.1·4·9.8=3.92 N 
v(6)=12.48 :::3.12 mis 
4 
2S 

PREGUNTAS 
UNIDAD 1 
AUTOEV ALUACIÓN 
l . ¿El centro de masa de un objeto se encuentra ne(:esariamente dentro de él? Dé 
ejemplos. 
2. Algunas gentes aseguran que cuando un saltador de altura salta la barra su centro de 
masa se encuentra abajo de ésta. ¿Es posible esto? explicar su respuesta 
3. ¿Puede el impulso de una fuerza ser cero pese a que la fuerza es diferente de cero? 
Explique su respuesta 
4. Al desli.zarse un jugador de béisbol en la segunda base su energia se disipa en fonna de 
calor. ¿Qué ocurre con el momento lineal? 
S. ¿Cómo puede una persona en reposo sobre una superficie horizontal sin fricción salirse 
de esa superficie sin ayudarse de agentes externos? 
6. UD clavadista salta de un trampolln y ejecuta una serie de maniobns. ¿Puede hacer que 
su centro de masa lleve a cabo un rizo una vez que se ha lanzado al agua? Explique su 
respuesta. 
7. ¿Es posible que un bote de vela se mueva por el viento originado por un ventilador, que 
este unido al bote, y soplando hacia las velas? Explicar su respuesta. 
PROBLEMAS 
l . El sistema de partículas mostrado se encuentra sobre una mesa horizontal sin fricción . 
Si el resorte se encuentra deformado 10 cm. determinar los Ve(:tores aceleración. 
velocidad y posición del centro de masa para un tiempo t cualquiera. 
y 
i 
a 
VIO 
30" mi 
ml-6 k; m2=3 kg; a"'3 m; b-4 ro 
VIO'"'S mis; v2o=3 mis; F=200 N 
" 
2. En su vuelo un avión de 80,000 kg de peso, encuentra una bolsa de aire que tarda 1.5 
seg en atravesarla, ocasionando en este tiempo que el avión adquiera una velocidad 
hacia abajo de 80 mlseg. Calcular el impulso recibido y la fuerza impulsiva promedio 
ejerc ida durante el tiempo de pennanencia en la bolsa de aire. 
3. Sobre un collarÚl de 1.5 kg, actúa la fuerza F indicada en la gráfica. Si el collarín está 
inicialmente en reposo y el coeficiente de fricción enlTe éste y su guía es de 0.3, 
encontrar su velocidad en t=4 s. 
F(N) 
(4.15) 
-I------_.,¡,) 
4. Una pelota de béisbol cuya masa es de 150 g se mueve horizontalmente con una 
velocidad de 35 mlseg y es golpeada por un bat. Calcular el impulso y la fuerza 
impulsiva promedio: a)si regre5ándose por la trayectoria de llegada se mueve con una 
velocidad de 50 mlseg, b) cuando el batazo sale de fau l en dirección hacia arriba y con 
una velocidad de 22 mis. Suponer que la pelota está en contacto con el bat durante 0.025. 
5. Una barcaza de 3,000 kg se encuentra en reposo y está provista de un montacargas que 
se utiliza para mover una carga de 600 kg. Despreciando la fricción , determinar la 
posición final de la barcaza después que el montacargas ha enrollado 12 m de cable 
\§1 [] 
UNIDAD IJ 
LEYES DE CONSERVACiÓN L MOMENTO LINEAL 
1. Introducción 
En cursos anteriores se ha apreciado la gran utilidad de las leyes de conservación. como es 
el caso de la conservación de la energía mecánica. Lo importante con relación a esta ley, es 
que nos pennitc entender lo que sucede con el movimiento de una partícula bajo la acción 
de fuenas, sin neasidad de analiw su trayectoria con detalle. Cuando se trata de un 
sistema de partículas, se tienen otras leyes de conservación adicionalmente a la de 
conservación de la energía. las cuales en conjunto pueden ser de gran utilidad para estudiar 
el movimienlo de un sistema. Dichas leyes también son aplicables para una panícula 
aunque su ut ilidad en ese caso, es más limitada. En esta unidad se presentará y discutirá la 
conSCTVación del momento lineal. llamado también cantidad de movimiento. 
11. Conservación del Momento Lineal 
El vector momento lineal o cantidad de movimiento de una partlcula, se defmió en la 
unidad 1, como: 
p---m' 
y el de un sistema de n particulas. como 
Donde Vi es la velocidad de la partícula iésima cuya mua es mj. El momento lineal de un 
sistema es la suma del producto de la masa mi por la velocidad Vi. de cada partlcula 
integrante del sistema. 
En la unidad anterior también se estableció que la segunda ley de Newton. para una 
pardcula se puede expresar como. 
y para un sistema de partículas como 
d 
.... - p 
dI 
01-1) 
" 
En donde Fn es el vector fuerza total externa y A el vector aceleración del centro de masa 
detinida para un sistema de n partículas. como: 
A=~ V=~ tm,v¡ 
dt dt ;~ [ mi 
Donde V es la velocidad del centro de masa y M la masa total del sistema, as! 
Id ' 
A= - - Im . 
M dt ;. $ " 
la sumatoria corresponde al momento lineal del sistema (P) 
Por 10 que rearreglando la ecuación para A, queda como 
d " d MA= - Im .• = - P 
dr ;_[ " dr 
De esta manera la segunda ley de Newton para un sistema de partículas, se puede expresar 
de la forma 
F =~ P 
" dI 
11.2 
Siendo Fn la fuerza externa total actuando robre el sistema y P el momento lineal del 
sistema. 
As! la segunda ley de Newton para un sistema de partícula, nos dice que la variación del 
momento lineal del sistema con respeclo al tiempo es igual a la fuerza externa total. 
Cuando la fuerza eXlerna 10lal que es la suma de las fuerzas externas que actúa sobre un 
sistema es cero, 
Entonces, de acuerdo a la 2& ley 
JO 
d p---() 
dI 
y por 10 tanto 
P=:constante 113 
Así cuando la suma de fuerzas externas actuando sobre un sistema es cero, el momento 
lineal del sistema pennanece constante. A esta aseveración se le conoce como la ley de 
conservación del momento lineal. Nótese el carácter vectorial de esta ley, por lo que, si 
alguna de las componentes de la fuerza externa es cero, la correspondiente componente de 
P, se mantendrá constante aunque la otra componente no. Así 
a) Si solo la componente x de la fuerza externa es cero entonces 
F,"'Ú P x= L m , v., =:constante 11.4 
aunque Py no sea constante. 
b) Lo mismo sucede para la componente Py en caso en que la componente "y" de la 
fuerza externa sea cero. 
Py= ¿m¡v ,.. =constante 
Se analizarán varios ejemplos en relación a la aplicación de dicha ley. 
Ejemplo 1 
11.4 
Sea un objeto de masa m, inicialmente en reposo. el cual explota dividiéndose en dos paI1es 
de masas m I Y ml. respectivamente. Las fuerzas que actUan sobre las partículas en la 
explosión son internas, por lo que la fuerza externa es cero y como consecuencia el 
momento lineal del sistema debe conservarse. Como m estaba en reposo su momento lineal 
antes de la explosión es cero, por lo tanto después de la explosión el momento lineal de m! 
y ml. también debe ser cero. 
m, 
\'2- - -- \'1 
m, 
IJ.S 
donde VI Y \'2 son las velocidades de las dos partículas después de la explosión. Nótese que 
las velocidades tienen direcciones opuestas y son inversamente proporcionales a sus masas. 
" 
Ejemplo 2 
Un rine de 5 lb dispara una bala de 0.03 lb con una ve locidad de vb=2000 pies/s. 
Detenninar la velocidad (\1,) de retroceso del rinejustamente después del disparo. 
de la ecuación 11 .5 
mb 0.03 
v,=- - Vb- -- 2000=-12 piesls 
m, 5 
Es muy importante tener en mente el carácter vectorial del momento lineal. en particular 
cuando el problema implica más de una dimensión. como es el caso del ejemplo que se 
muestra a continuación. 
Ejemplo 3 
Dos vehículos I y 2 de masa 900 kg Y 1.300 kg Y con velocidades de 60 kmIhr Y 50 kmIhr, 
respectivamente. chocan como muestra la figum. Si ambos vehículos se mueven juntos 
después de la colisión, calcular su velocidad (magnitud y dirección). 
.,-.. ;/ 
"¡ ll""O"'\-- -- _ m ~ 
... . .. .- I 
, 
.. ·-t 
_ .. _-§ 
como DO hay fuerzas externas el momento lineal del sistema debe ser igual antes(P) y 
después(P') del choque, 
p:.P' Px=P',.; Py=P'y 
Siendo p={P,.,Py) y P'=(p'.,P'y) el momento del sistema antes y después del choque, 
respectivamente. Las componentes x, y, soo : 
Por lo tanto 
y la compoDente y 
P.=900' 6O=54,OOOkg kmlhr 
P'...(900+ 1300)vx 
54,000=2,200v. 
vx=24.54 kmIhr 
Py=1.300· 50---65,000 
P' y=(900+ 1300)vy 
2,200vy=65,OOO 
vy=29.54 kmJhr 
la magnitud y dirección de la velocidad después del choque son 
'F ,Iv; + v1y = '/24.541 + 29.542 =38.4 1 kmIhr 
, 
6=ang tan .2.. =50.1 f7' 
'. 
111. Sistema de Referencia Fijo en la Tierra (Laboratorio) y Sistema de Referencia Fijo 
en el Centro de Masa 
Sea un sistema de referencia O (x,y) fijo en la tierra o uno que se mueve a velocidad 
constante con respecto a esta y un sistema O' (x',y') fijo en el centro de masa de un sistema 
de partículas 
y y' 
m, O m i+] 
r '; 
" " 
2892821 
.M 
R O 
m;.] 
, 
)) 
Donde r¡ y R son los vectores de posición de la partícula mi Y del centro de masa del 
sistema con respecto a O. respectivamente. y r'¡ el vector de posición de m¡ con respe<:to a 
0' , el sistema de referencia fijo en el centto de masa. 
En la figura anterior se puede apreciar que los vectores r¡ y r 'i, están relacionados de la 
siguiente manera : 
r¡= r '; + R o r '¡'" r; - R 11 .6 
s i se derivan ambos lados de esta ecuación con respecto al tiempo, se obtiene 
v;= v'¡+ V ó v';= v; - V 11.7 
que relaciona las velocidades Vi de la partlcula i medida con respecto a O. con su velocidad 
v'¡ medida respecto al centro de masa, siendo Y la velocidad del centro de masa con 
respecto al sistema de referencia Q . Al sistema fijo en el piso también suele llamársele 
sistema fijo en el laboratorio. 
A ttavés de las relación entre las velocidades. se puede obtener también la relación entte el 
momento lineal p¡"'m;v¡ de las partículas medido desde O y P'¡=miV'; medido desde el centro 
de masa: 
p¡= p';T m¡V ó P'¡= Pi -m¡Y 1\.8 
asimismo la energía cinética de las partículas k' iZ: ~' m¡v'? y la energía total del sistema K' 
2 
con respecto al centro de masa. estan dadas por la s iguientes expresiones 
k'¡= ! m¡v,¡2= I m¡lvi_y j2 
2 2 
,1 "" 1,,, , dondeK = - ~m v' K= ~ ~m . v . 2 i ", 2 , " 
K'= K · Kcm 
y Kc.m= .!. MV2 
2 
11 .9 
IV. Colisiones 
En los choques entre cuerpos generalmente la fuerza externa es cero o muy pequeña en 
comparac ión con la fuerza impulsiva que se genera en el momento del choque, por lo que 
el momento lineal del sistema pennanece constante, es igual antes y después de la colisión. 
Como consecuencia la ley de conservación del momento lineal es indispensable en la 
solución de problemas de choques. 
El problema general de colisiones entre cuerpos, consiste en detenninar las velocidades 
después del choque, de dos o mas cuerpos que colisionan y cuyas masas y velocidades 
iniciales son conocidas, como se describe a continuación: 
Sean dos esferas de masas mi Y ml. las cuales se mueven sobre una superficie horizontal 
con velocidades VI y V2, respectivamente, como muestra la figura . Si las esferas chocan y 
se conocen los valores de m ), m2, VI y V2, detenninar sus velocidades después del choque. 
Sean V'I Y V'l las veloc idades de las esferas después del choque. Como en este caso la 
fuerza externa puede ser cero o muy pequefta en comparación con la fuerza impulsiva que 
actúa sobre cada cuerpo en el momento del choque, el momento lineal del sistema 
pennanece constante. Por lo que. 
pe:P' 
rn lv l+m2v2=mlv'l+m2v'2 
donde el miembro izquierdo de ambas ecuaciones es el momento lineal del sistema antes 
del choque y el miembro izquierdo el momento lineal del sistema después del choque. Sin 
embargo, en la última ecuación se puede apreciar que se tienen dos incógnitas v'1 y V'2 Y 
una sola ecuación. Por lo que para detenninar los valores de estas cantidades se requiere de 
otra ecuación, la cuaJ será obtenida a través de tipificar los choques, que es lo que se hace a 
continuación. 
A. Choques Inelásticos 
El choque inelástico se caracteriza porque los cuerpos quedan pegados después del choque, 
por tanto se mueven con la misma velocidad. En éste caso no se conserva la energla 
mecánica de los cuerpos pues hay pérdida de ésta en forma de calor y los cuerpos sufren 
deformaciones permanentes durante el choque. A continuación se examinará un choque 
inelástico entre dos cuerpos. 
Ejemplo 3 
La figura muestra dos esferas de barro humedo moviéndose en direcciones conlrarias. Si 
ambas esferas quedan pegadas después del choque, determinar su velocidad. 
ADtes del choque 
ml=4 kg 
Después del choque 
v 
CP 
Aplicando la ley de conservación del momento lineal 
(mt+rnúV=mtVt+m2v2 
despejando V 
V:o~VL:+"~l~ = 4· 1O + ~.s-5) =5mls 
M 6 
Después del choque ambos cuerpos se mueven hacia la derecha con una velocidad de 5m1s. 
Analizando lo que sucede con la energia, la cual es independiente del momento lineal, se 
tiene que antes del choque la energía cinelica del sistema es; 
y después del choque 
K2":~ m!v~ = 0.5" 2(5)2 '" 25 joules 
K,=K1+K2=225 joules 
Kt"=~ (m , + m¡)Vl = 0.5" 6(5)¡ = 75 joules 
Así se tiene que durante la colisión hubo una perdida de energía dada por 
~=K',- K= -150joules 
B. Choque Elástico 
Un choque elástico es aquel en que la energía cinética de los cuerpos que colisionan se 
mantiene constante antes y después del choque, por lo que no hay pérdida de energía 
mecánica en forma de calor ni en forma de trabajo para deformar a los cuerpos de manera 
pennanente. 
l . Una Dimensión (Choque Central) 
Para una dimensión, el movimiento de dos cuerpos que colisionan se realiza a lo largo de 
una linea recta antes y después del impacto. 
Sean v], V2 Y v' ], V'2, las velocidades de mi Y m2 antes y después del choque, 
respectivamente. La conservación del momento lineal y de la energía cinética, requieren 
qUe: 
Para el momento lineal: 
Para la energla: l ¡ I 1 1 .1 I , 1 "2 m1v1 +"2r!1¡v¡ = i m1v I +"2 m¡v ¡ 
(11. lO) 
(11.11) 
Lo cuaJ constituye un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas V'l Y V'2 , si se suponen 
conocidas las masas y las velocidades antes del impacto. 
Rearreglando ambas ecuaciones 
J7 
(11 .11 ') 
y lomando en considerac ión que (a+b)(a-b)= (ol -hl). la últ ima ecuación se puede escribir 
como 
ffil(V¡ - V' I )( vl + V ' I ) ::: mJv'l - v¡ )(v ¡ -+- v 2') 
dividiendo esta ecuación entre (1 1.6') 
~~-:-~2il~ = ~¡ (v¡ '-V ¡ )(Vl '+V¡ ) 
reduciendo 
la cual se Pllede expresar como 
( VI - V I ) = -(VI '-v1') 
ecuación que expresa que la velocidad relativa de los cuerpos es igual antes }' después del 
choque solamente se invierte la di rección, que es lo que significa el signo menos. Así, las 
ecuaciones que se ut ilizan para resolver problemas de choques e lásticos, son: 
Para el momento lineal: 
Para la velocidad re[aliva : 
(11 .10) 
(11.12) 
despejando de ambas ecuaciones VI' y v2', las velocidades después del choque en función de 
las velocidades antes del choque y las masas 
, m ) -mI 2m2 v1 = ---- v l + ~--- V l 
mi + m ¡ m) + m¡ 
01.13) 
• 2m , rn l - m! 
V ¡ = -- - V I + ---- v , 
m i +m ¡ m i +m ¡ 
(!l.14) 
De esta manera se pueden obtener las velocidades de mI Y ffi2 después del choque. 
Ejemplo 4 
Un vagón de 20 toneladas que se mueve a 1.5 mis, como muestra la tigura, choca contra 
otro vagón de JO toneladas en reposo. Suponiendo que el choque es elástico, calcular la 
velocidad de cada vagón despues del choque. 
--+ 
VI=1.5 mis 
CJ 
haciendo uso de las ecuaciones 11 .9 y 11.10 
20-30 2*30 
VI '= ----so1.S + 50(0)='0.3 mis 
,2*20 20 -30 
v¡ = 50(1.5)+ ----so (O) ::: 1.2 mis 
se calculará ahora la velocidad relativa antes y despues del choque 
(VI - VI) = 1.5-0 = 1.5 mis 
(VI ' -VI ') = -0.3-1.2=-1.5m1s 
de está manera se cumple la le ecuación 11.10, ya que 
(V I -v¡)=-(vl'-v l ') 
antes del choque 
despues del choque 
Esta relación se puede expresar de la siguiente manera para un choque cualquiera: 
v '-v' 
_ ' __ 2 =e GI.l 5) 
V¡ -VI 
siendo e el c:oeficieDte de r estituc:ióD cuyo valor depende del tipo de choque. Para el caso 
de un choque elástico e=l y para un inelástico e:.O. Para los choques que no son ni elásticos 
ni inelasticos, el valor de e se encuentra entre esos valores extremos. 
2. Dos Dimensiones (Choque Oblicuo) 
Considérense dos esferas que chocan elásticamente, como muestra la figura 
En esta situación conviene uti liza! los ejes tangencial y normal en lugar de los ejes x, y, 
para aprovechar el hecho que la fuerza que actúa en el momento del impacto, es 
perpendicular a la superficie de contacto de cada esfera como se muestra en la siguiente 
figura 
Antes del C boque 
" 
DuraDle el Cboque 
" 
r" 
DtsPUH del Choque 
n 
Siendo F 12 Y F21 las fuerzas que actúan durante el impacto y que ejercen mi sobre m2 Y 
viceversa, respectivamente. 
En este caso los vectores velocidad y el momento lineal. serán expresados en ténninos de 
sus componentes normal y tangencial. 
¡ru>', p,,) 
En virtud de que la fuerza que acrua sobre cada esfera en el momento del cboque sólo tiene 
componente en la dirección normal , la componente tangenc ial de su velocidad debe ser la 
misma antes y después del choque, así 
01.16) 
01.17) 
y como las fuerzas que acruan son internas la componente normal del momento lineal del 
sistema debe conservarse y por lo tanto, ser igual antes y después del choque: 
Pn=P'n 
(11 .18) 
y como el choque es elástico la energía cinética debe conservarse o equivalentemente la 
componente nonnal de la velocidad relativa. 
01.19) 
de esta manera se tiene un sistema de cuatro ecuaciones (1J.16, 1l.l7, 11 .18 Y 11 .19) con 
cuatro incógnitas v'l!' v'¡" V' II ' V' l "' suponiendo como datos mi . m2, VI y V2· 
Para un choque que no sea elástico ~ puede seguir el mismo procedimiento descrito, 
cambiando la ecuación 11 .15 a su forma generaJ 
VI.'-V~ :o C 
v1_ - V I~ 
siendo e el coeficiente de restirución descrito en la ecuación 11 .1 S. 
Ejemplo S 
(11 .20) 
Dos discos de masas 1 kg Y O.5kg, se mueven sobre una pista horizontal y chocan en el 
instante que se mueven con las velocidades y en la fonna que muestra la figura . Si el 
choque es elástico (FI), calcular las velocidades de cada disco después del choque. 
En este caso se deben usar los ejes nonnal y tangencial. los cuales se muestran en la 
siguiente figura 
,., 
con el propósito de facilitar el entendimiento del problema, se hará un diagrama en donde 
solo aparezcan los ejes y las velocidades 
" 
Aplicando las ecuaciones 11.16 y n .17 y notando que e l vector v2 fonna el mismo ángulo 
con el eje nonnal que el vector VI 
"11 "" vI! '=. vl·sen 30=-4sen30=-2m1s 
V l , : v¡, '~sen30=1m1s 
de ecuaciones 11.14 y 11 .1 5 
sumando término a ténnino estas dos ecuaciones, se obtiene 
2v,. - O.5v1n = 1.5v'1o 
v' _ ¿..':!L~5Vl. 
l. - 1.5 
pero VlD :-4 cos30=-3.44 mJs y V io =2cos30=1.72 mis 
v ' :: 2*(-3.44)-0.5·1.72 5.16m1s 
l. 1.5 
de ecuación (4) se despeja v',o 
V'lO = 1.72-5 .16+3.44=0 
fmalmente las velocidades de mi Y rnl. después del choquen son, respectivamente 
y \" 2=(1,-5. 16) 
y sus magnitudes y direcciones 
(1) 
(2) 
(l) 
(4) 
la dirección esta dada con respecto al eje tangencial como se muestra en la siguiente figura 
" 
I'Kgun"" 
UNIDAD 11 
AUTOEVALUACIÓN 
J. En el inciso IV de esta unidad se mencionan dos condiciones independientes bajos las 
cuales es aplicable la ley de conservación del momento lineal, ¿cuáles son? 
2. En qué tipo de choques se conserva la energía y en cuáles no. En lo que no se conserva, 
¿a qué se debe que esto suceda? 
3. ¿Cuánto vale el coeficiente de restitución e para un choque inelástico? y ¿cuanto para 
un elástico? Para un choque que no es elástico, ni inelástico ¿qué valores puede tomar 
,1 
4. De dos ejemplos de colisiones elásticas 
5. Dos satélites de igual masa viajan en sentidos contrarios en la misma órbita, si chocan 
describa su movimiento después de éste si el choque es elástico y si es inelástico. 
6. En un choque entte dos vehículos, ¿qué es más conveniente para los pasajeros, que los 
vehlculos se defonnen o que tiendan a mantener rígidamente su forma? 
7. Dos esferas de plastilina de igual masa y velocidad chocan entte sí, y llegan al reposo. 
¿Se conserva el momento lineal antes y después del choque? ¿qué pasa con su energía 
cinética? 
Problemas 
l . Un bloque de masa ml=O.5 kg se desliza sobre una rampa cuyo iU\gulo de inclinación es 
teta y altura hl= lm, como se muestra en el diagrama. Simultáneamente un segundo 
bloque de masa m2=O.7 kg, se desliza sobre otra rampa con un iU\gulo de inclinación 
teta y altura h2 =1.5 m. Ambosbloquesparten del reposo desde la parte superior de cada 
rampa y se observa que chocan en el piso que se encuentra entre las rampas. 
Suponiendo que no acruan fuerzas de fricción , calcular la magnitud y dirección de la 
velocidad de cada bloque, después del choque, para los siguientes casos. 
a) El choque es e lástico 
b) El choque es inelástico 
c) Detenninar la perdida de energía en cada caso. 
e 
2. Las dos esferas que muestra la figura, se mueven con las velocidades VI y v 2. Y chocan 
ehisticamcnte. 
a) Escribir las cuatro ecuaciones que pcnniten calcular [as velocidades después del 
choque. V'1 Y V'2 . 
b) Calcular las velocidades después del choque, si 
ffi 1:: Uí:g; ml': 2kg; vl=4 mI s; v!,"'2m1s; 0 1 =40" Y 0 1 ::250 
m, )--_ _ + , 
X', e .. :~. ' 
UNIDAD IIJ 
LEYES DE CONSERVACIÓN 11. MOMENTO ANGULAR 
1. Introducción 
Cuando se estudiaron las partículas puntuales se estableció que si la suma de fuerzas que 
actúan sobre una de ellas es cero, enlonces su aceleración es cero y por lo tanto su 
velocidad es cOnstarlle. Supóngase que se tiene una panlcula puntual de masa m. suj eta a 
dos fuerzas r 1 y F 2, iguales en magnitud pero en sentido contrario 
--
v=const. 
S in embargo esto 0 0 es válido para un cuerpo el cuál tiene dimensiones, como se muestra 
en la siguiente barra metálica la cual está sujeta a dos fuerzas iguales y de sentidos opuestos 
En este caso aunque la suma de fuerzas externas es cero y por consiguienk el centro de 
masa de la barra se mover{¡ con aceleración cero y a velocidad constante, la aceleración del 
cuerpo no es cero y como consecuencia tampoco su velocidad es constante, la razón es que 
la barra va a girar alrededor del centro de masa, por lo que tiene una aceleración con una 
componente dirigida hacia el centro de la circunfeuncia descrita por cada punlO de la barra 
que es la llamada aceleración centrípeta como se vio en el curso de Energías Mecánica y 
EIé1: trica; asimismo se tiene tambi¿n una componente que es tangente a la circunferencia y 
se le conoce como aceleración tangencial. Ambas aceleraciones serán analizadas en la 
siguiente unidad. 
Para estudiar el movimien!o circular de un sistema de partículas, como el caso de la barra, 
conviene introducir nuevas cantidades fisicas como son: la velocidad y aceleración 
angulares, la torca o momento de una fuerza y el momento angular. Estas cantidades serán 
de finidas a continuación . 
[1. Movimiento Circular 
Para estudiar el movimiento circular de un objeto, aunque es posible hacerlo en 
coordenadas rectangulares (x. y), conviene llevarlo a cabo en coordenadas polares (O,r) 
donde s es el arco y O el ángulo medido en radianes. Cuando O se mide en radianes, la 
siguiente relación entre r y O. es válida 
O=s1r ó s= Or (111.1 ) 
siendo un radian igual al ángulo que subtiende un arco de longitud igual al radio de la 
circunferencia. 
Si ahora definimos la velocidad angular (() como 
dO 
w = 
d, 111.2) 
y derivando s de la ecuación 11 1. I con respecto al tiempo, para un movimiento circular 
(r-cte .) 
"' de - "'r~
di dt 
siendo el termino del lado izquierdo. la magnitud de la velocidad de translación v 
V""OOT 
ecuación que solamente es válida cuando ro es medida en radls. 
Se defmirá ahora la aceleración angular a, como 
dro 
Cl = -
dI 
donde a se: mide en radls ~ . 
~II.3) 
(lIlA) 
Integrando las ecuaciones 1lI.2 y lil A con a=cte, se pueden obtener ecuaciones para a y (O 
similares a las de la posición y velocidad para un movimiento con aceleración constante 
ro=at+ro o 
9=~at z+O) o t+O o 
2 
combinando estas dos ecuaciones y eliminando t 
(() 1:Cl~ +2aa 
IIl. Momento Angular 
~1I.5) 
~1I.6) 
(111.7) 
Sea una partlcula de masa m, con momento lineal p y que se encuentra en una posición r 
respecto al origen o (ver siguiente figura). Si suponemos que la partícula se mueve en el 
plano xy, entonces tanto el vector r como v, descansan en este plano. Se define el vector 
momento angular l. de la particula, con respecto al origen o. como el producto veclorial (o 
producto cruz) entre t y p 
t=r x p (111.8) 
en esta defmición está implícita la importancia del origen ya que r es defmida respecto al 
origen. La magnitud de t está dada por 
t =rpscn6=pr .L 9"p .L 
" 
donde a en el cmgulo entre r y p, r 1 es la proyección ~rpendicular de r sobre la linea de 
acción de p y p 1 es la componenle ~rpendicular de p a r. Nótese que las unidades del 
momento angular son m-kgmls, o bienjoule· s. 
, 
l=r x p 
01------+, 
, p 
La dirección de í es perpendicular a los vectores r y p, en este caso a lo largo del eje z 
como se indica en la figura. ya que si se aplica la regla de la mano derecha haciendo girar r 
sobre p. a tnv~s de doblar los dcdos de la mano derecha de r a p, el dedo pulgar apuntará 
en la dirección positiva del eje z. 
Si ahora se deriva la ecuación (11 1.8) con respecto al tiempo 
d 1=!!. r x p 
di di 
d d 
=r x d, P+(dl r) x p 
d 
=r x dl P+v x mv 
pero el segundo I~nnino de esta ecuación es cero (\' x mv-O), ya que ambos vectores son 
paralelos y por lo tanto el angulo entre ellos es cero y esto implica que su producto 
vectorial es cero. Asi se obtiene que 
d d 
- t= r x ~ p 
dt dI 
pero recordemos de la unidad 1, que para una partícula 
d 
-;¡;p"'1:F¡ 
donde F¡ son las fuerzas ac.:ruando sobre \a partícuia 
!!..l=r x1:r-
dI ' 
el término del lado derecho de ésta ecuación define lo que se le llama la torca 
total o neta ('t )de la fuerzas F¡ con respecto al origen o. Así 
'tn=:Et ¡=!!.. ! 
dI nll') 
donde 'tn es la torca neta y 't i =r x F¡ .es la torca de la fuerza F¡. Esta ecuación 
es la forma de la 2a Ley de NeWlon para el movimiento de rotación de una 
partícula y es equivalente a la forma conocida para los movimientos de 
traslación de una partícula, como se presenta en la ecuación 1.10 
d Fn = - p 
dI 
Comparando ambas ecuaciones, se observa que en la ecuación 1Il.9, la lorca t juega el 
papel de la fuerza F y el momento angular 1 el del momento lineal p. 
Si ahora consideramos un sistema formado por N particulas. el momento angular L del 
sistema esta dado por. 
.......... +!N=I:!¡ 
Donde,l; es el momento angular de la panicula i . 
Derivando L con respecto al tiempo 
!!... L= !!... 11+!!...J. 2+ ............... +E... I N dI dI dI dI 
de acuerdo a ecuación 1II.9, 't ft =!!...l, entonces 
dI 
" 
de esta manera la variación con respecto al tiempo del momento angular de un sistema de 
partículas es igual a la torca neta que actúa sobre el sistema. 
Si consideramos que la suma de las torcas que acruan sobre un sistema de partículas, 
incluye tanto torcas externas producidas por fuerzas externas, como por torcas internas 
producidas por fuerzas internas, 
y si además suponemos que las fuerzas inlernas cumplen la tercera ley de Newton en su 
forma fuerte , lo cual implica que las fuerzas entre pares de partículas no solamente son 
iguales y opuestas. sino que además actúan a lo largo de la linea que las une; a diferencia de 
la forma débil en que pese a ser las fuerzas iguales y de sentido c:>ntrario, no actúan a lo 
largo de la línea que une las particulas . El hecho de que la fuerzas internas cumplan con la 
forma fuerte de la tercera ley de Newton, tiene como consecuenc ia que las torcas ¡memas 
sean cero y la expresión para d L. quede como: 
d, 
(III.IO) 
en donde L l. ___ corresponde a la suma de torcas producidas por las fuerzas externas que 
actúan sobre el sistema . 
IV. Conservación del Momento Angular 
En la sección anterior se obtuvo la ecuación 111.10, para la razón de cambio del momento 
angular de un sistema de partículas 
Si la suma de las torcas externas( L lnlem .. ) aClUando sobre un sistema de partículas es 
cero. entonces 
52 
d l =O lo cual implica que l =constante 
d, 011.111 
Esta ecuación equivale a la ley o principio de conservación del momento angular, el cual 
establece que: "si la torca tOlal externa que actúa sobre un sistema de partículas es cero 
con respeclo al origen o, el momento angular del sistema permanece constante con 
respecto a o". 
Ejemplo I 
Una peque~a partícula de masa m se mueve con velocidad v y describe una trayectoria 
circular de radio r, como muestra la figura . Encontrar su momento angular con respecto al 
centro del de la c ircunferencia y demostrar que se puede escribir en función de la velocidad 
angular. 
Solución: 
Nótese que en este caso el vector de posición t iene magnitud igual al radio de la 
circunferencia y una dirección igual a la del vector unitario i , esto es r=ri , asimismo el 
vector momento lineal esta dado por p--mvj, ya que la velocidad apunta en la dirección del 
vector unitario j . Por lo tanto 
L=r x p---n x mvj"'lllI v(i x j ) 
L,,-ruvk ya que i x j " k 
de ecuación 111.3 v--<or 
L--mr2wk 
al ténnino mr2 se le conoce como el momento de inercia de m respecto a O y se representa 
como 1, tiene unidades de kg_m2 . As¡ el momento angular se puede expresar también de la 
siguiente fonna: 
1lI.12 
esta ecuación relaciona a l momento angular L con el vector veloc idad angular ro y aunque 
se dedujo para un caso particular. es válida en general. Posterionnente se hablará con más 
detalle sobre el momento de inercia. 
S3 
Ejemplo 2 
Demostrar que el momento angular de una partícula que se mueve con velocidad constante 
paralelamente al eje y, y en el plano xy, es constante. 
Solución: 
'~v @) 
, 
Nótese que de la figura que r=xi+yj y que v=vj ; como x=a, entonces 
r-ai+yj 
por tanto 
L=r )( rnv=m(ai+yj ) )( (vj ) 
=mav( i )( j )+mv(j )( j ) 
L=mavk yaquei)( j=k y j x j=O 
Así L es constante ya que a y v son constantes. 
Ejemplo 3 
Un disco de 200 gr. y un radio de 10 cm está tijo a un eje que gira con velocidad angular de 
2n: radls. como muestra la figura . Súbitamente se deja caer sobre el disco, otro disco 
idénlico al primero. inicialmente en reposo . La fuerza de fricc ión entre los discos, permite 
que giren COI1 la misma velocidad. Calcular la velocidad de giro de ambos discos 
Solución: 
En virtud de no existir torcas externas, ya que en este caso las fuerzas de fricción son 
internas y el peso es anulado por la nonnal, el momento angular del sistema fonnado por 
los dos discos se conserva. 
L-constante 
L¡=Lr 
1,0l¡ = I,Ol, 
I,Ol; Ol =- -
, 1, 
por tanto el momento de inercia inicial es 1 , I ¡ ="2 mr y el fmal 
1 , , If = - (2rn)r = mr ,de esta manera 
2 
ro , 
~r l(¡) 1 
2 rnr 2 
1 
= - Ol 
2 ' 
ro f = 1rrad I S 
Ejemplo 4 
Un astronauta que lleva a cabo una caminata espacial, está atado a ulla nave espacial por 
medio de una cuerda tensa de 150m de longitud. Una operación no intencional del paquete 
propulsor provoca que el astronauta adquiera una velocidad de 5 mis, de fonna tal que 
describe una trayectoria circular. Para regresar a la nave el astronauta comienza a jalarse a 
lo largo de la cuerda en fonna lenta y constante, ¿cuál es la velocidad del astronauta en los 
puntos a y b situados a 100m y 50 m de la nave? 
Solución: 
Como no actÍlan torcas externas sobre el astronauta ya que ninguna fuerza externa actúa 
sobre él, su momento angular respecto a la nave se conserva. 
El momento angular inicial respecto a la nave es 
Lo=mvorsen900=mvor r=150 m y vo=5 mis 
ya que en una trayectoria circular v es perpendicular a r . En el punto a 
a=IOO m 
ss 
donde v. es la velocidad del astronauta en el punto a, pero 
en el punto b 
b=50m 
Vb es la velocidad en el punto b, igualando Lo a L b 
v. Momento Angular y Ton:a Medidos desde el Centro de Masa (O') y su 
Transfonnación al Sistema ° Fijo en el laboratorio (Piso). 
En esta unidad se ha hablado del momento angular de una partícula y de un sistema de 
partícu las, medidos desde un sistema fuo en el laboratorio, definidos como 
1 ¡"'r ¡ x p ¡ 
asimismo se definió la torca actuando sobre una panícula y la torca total con respecto al 
sistema 0, como 
l =r ¡ x F¡ 
t ,o,=!:t¡ 
cantidades que respectivamente se definen con respecto al centro de masa como: 
Í'¡=r '¡ x P'¡ 
t'¡"' r '; x F '¡ 
l'=!:l'; 
las ecuaciones de transformación que nevan del sistema centro de masa (O') al sistema fijo 
en el laboratorio (O) y viceversa, se obtienen aplicando las relaciones 1I.6, 11 .7 Y n .s, de la 
siguiente manera: 
1';= r' ; ){ p'; "'(r ; - R) x (Pi - m;V) 
L'=L - Le.m 
t '¡=r'¡ )( P ';=(r ; - R) x (F¡ - míA) 
t'= t - t c.m 
111 .13 
01 .14 
IIJ.l5 
IIU6 
donde R. V Y A son los vectores de posición, velocidad y aceleración del centro de masa 
medidos del sistema O . Asimismo, los vectores Le.m y t e.m• están dados por: 
" 

UNIDAD 1II 
AUTOEVALUACIÓN 
Preguntas 
l . ¿Cómo se define el momento angular de un objeto? ¿En que unidades se mide? 
2. ¿Cómo se detennina la dirección del vector momento angular? 
3. ¿ Bajo qué condiciones se conserva el momento angular de un sistema? 
4. Escribe la fonna de la segunda ley de Newton para un movimiento de rotación de un 
sistema y para un movimiento de traslación. 
5. Comparando las dos fonnas de la segunda ley de Newton a que se refiere la pregunta 4, 
¿cuál es el análogo de la fuerza y cuál del momento lineal? 
Problemas 
1. Un pequei'\o bloque de 100 g se puede deslizar sobre una mesa borizontallisa. El bloque 
está atado a una cuerda que pasa por un agujero O en la mesa, como mueSlra la figura, 
en el otro extremo de la cuerda se aplica una fuerza F verticalmente. Inicialmente el 
bloque describe una circunferencia de radio R=500 mm bajo la acción de Wl8 F=20 N. 
En cierto momento la fuerza F se reduce súbitamente al valor de 10 N Y entonces el 
bloque describe una espiral hacia fuera. Detenninar su velocidad cuando R=600 mm 
F 
2. Dos paniculas de masa mi"" 2 kg Y ml'''' 4 kg, se encuentran inicialmente en reposo 
sobre un plano horizontal sin fricción, como muestra [a figura . Si sobre ellas actúan las 
fuerzas externas de magnitudes FI ""20 N y F2"" 15 N, calcular: a) la torcaextema total 
que actúa sobre el sistema, con respecto a 0, b) lo mismo que en el inciso a), pero 
respecto al centro de masa. 
y 
J m~ 
F, 
-j--{m'l--,.----+ , 
sO" 
2 m 
F, 
3. Un carrusel de radio 2m y momento de inercia 700 kg ml está girando alrededor eje sin 
rozamiento a razón de 1.5 vueltas cada segundo . Un muchacho de masa 50 kg que 
inicialmente se encuemra parado en el centro del carrusel, se desplaza hacia el borde de 
éste. Calcular la nueva veloc idad angular del carrusel, una vez que el muchacho alcanza 
el borde . 
'" 
UNIDAD IV 
CINEMÁTICA DEL MOVIMIENTO DEL CUERPO ruGIDO 
EN UN PLANO 
1. Introducción 
Hasta aquí se ha estudiado el movimiento de panículas, ahora se estudiará el 
movimiento del cuerpo rígido, el cual se defme como el cuerpo cuya distancia entre dos 
de sus puntos cualquiera es constante: 
l'; dijo 
• J 
dij9:0nstante 
eSlO implica que el cuerpo no sufre deformaciones. Es importante el estudio del cuerpo 
rígido, panicularmente para la ingeniería, porque permite el disei\o de partes y en 
general mecanismos que son utilizados en todo tipo de maquinas. 
Un cuerpo rígido puede llevar a cabo tres tipos de movimiento en un plano, a saber: 
traslación. rotación con respecto a un eje fijo y el movimiento general en un plano. que 
consiste en la combinación de los dos primeros. 
El estudiar la cinemática de un cuerpo rígido, permitirá describir su movimiento y a 
través de las leyes de Newton se podrá relacionarlo con las fuerzas que actúan sobre el 
cuerpo. 
" 
11 . Traslación 
Un cuerpo realiza un movimiento de traslación. si un segmento de recta que une dos 
puntos cualesquiera del cuerpo se mantiene paralelo a su posición original durante el 
movimiento. 
CD 
Si la trayectoria de dos partículas cualquiera, como muestra la figura , son rectas 
equidistantes. el movi miento es una traslación rectilínea. Si las trayectorias son curvas 
paralelas. como se muestra a continuación, la traslación es curvilinea. 
En el movimiento de traslación todos los puntos del cuerpo rígido tienen la misma 
velocidad y aceleración como se demuestra a continuación. La posición de dos puntos 
A y B, se puede expresar con ~specto a un eje fijo sobre el piso 
de la figura 
y 
o¡=------+ , 
IV" 
donde rA Y rs son vectores de posición de los puntos A y B, respectivamente. y rAIB es 
el ve(tor de posición del punto A con respecto al punto B. Derivando con respecto al 
tiempo 
IV.2 
~ rAIB=VAIB={J. ya que rAID es constante pues el cuerpo es rígido y el movimiento es 
dt 
de traslación pura. De igual manera derivando la velocidad con respecto al tiempo 
d d ir VA=-¡; VB 
IV.] 
de esta manera en un movimienro de traslación rectilínea o curvilínea, lo velocidad y 
aceleración de lodos los puntos de un cuerpo rígido son iguales. 
A'--\--------+--+----T-.... V'~B 
Bc--;"-------------------------1---~--+_----·VB=vA 
" 
111 . Rotación Respecto a un Eje Fijo 
Un cuerpo rigido describe un movimiento de rotación en torno a un eje fij o, con 
posic ión )' dirección tija. si cada punto del cuerpo sigue una trayectoria circular. Los 
centros de los circulos se encuentran sobre el eje de rotación. 
Para estudiar el movimiento de rotación de un cuerpo. como se mencionó en la Unidad 
111 conviene utilizar coordenadas polares (r.S). Así el ángulo S define la posición 
angular . .c\S el desplazamiento. ro= d e la velocidad angular y a= d ro la aceleración 
di dI 
angular. 
Si la aceleración angular es constante se pueden aplicar las ecuaciones 111 .5 .111.6 y 111 .7 
(111.5) 
~ 1 , 
o+úl ot+ 2a t (IIL6) 
(0 1= ro ; +2a9 011 .7) 
Hay que destacar que todos [os pumos del cuerpo rígido tienen la misma velocidad y 
aceleración angulares en torno al eje fijo, con excepción de los puntos que se 
encuentran sobre el eje de giro cuya velocidad es cero. 
A continuación se establecerán las relaciones entre la velocidad y la aceleración lineales 
con la velocidad y aceleración angulares. En la unidad anterior también se dedujo la 
relación entre la magnirud de la veloc idad lineal y la velocidad angular a través de la 
ecuación 111.3 
(111.3) 
la cual es una relación enlTe las magnitudes de la velocidad angular ro y la velocidad 
lineal v cuya dirección es tangente a la circunferencia que describe cada partícula del 
cuerpo rígido. 
Enseguida se deducirá la re lación entre las aceleraciones lineal a y angular a, 10 cual se 
hará mediante el uso de los vectores unitarios ; y 9, donde ; tiene la misma dirección 
del vector de posición r y 9 la dirección perpendicular a éste (tangente a la 
c ircunferencia), como se muestra a continuac ión 
y 
" 
si trasladamos r y e al origen de coordenadas y los circunscribimos en un circulo de 
radio uno, se tiene 
y 
____ -+ __ -L~~--~~-------+x 
los vectores unitario r y O cuya magn itud es uno, son constantes en magnitud pero no 
en di rección, ya que giran de la misma manera como 10 hace cada punto del cuerpo 
rlgido y su relación con los vectores unitarios constantes (en magnitud y dirección) i y j , 
se puede derivar a pani, de gráfica anterior 
r =cose i+sen9 j 
9 =-cos(9O-8) i+sen(90-8) j 
cos(90-8)=sen8 y sen(90-8)=cos8 
o =-sen8 i+cos8 j 
IV.3 
IV.3 
Los vectores unitarios se util izan para expresar la dirección de un vector o de sus 
componentes. es por eso quc los vectores unitarios i y j se usan para expresar que las 
componentes de un vcctor estin en la dirección x o y, respecti,·amente. Con ese mismo 
propósito se hara uso de los vectores un itarios r y e. para expresar que un vector o sus 
componentes liene la dirección rad ial ( r ) o tangencial (e). 
Mediante los vectores unitarios r y e y su relación con los vectores unitarios i, j a 
través de las ecuaciones IVJ, se demostrará ahora que en un movimiento de rotación en 
lomo a un eje fijo, la velocidad lineal de cualquier punto de UD cuerpo es tangencial a la 
trayectoria. Por defmición 
d 
~- r 
di 
pero r=rr, siendo r la magnitud del vector de posición r , la cual es constante para un 
movimiento circular, por lo tanto 
v=~ r ;=r~ ;'9" ~(cose i+sen8 j)=r(-sene~e+Cose ~e) 
dI dI dI dt di 
'9" ~- e( -sen8+cos8Frw( -sene+cosS) 
di 
de las ecuaciones IV.3, nótese que la cantidad entre paréntesis es igual a e , entonces 
IV.4 
Para encontrar el vector aceleración para el movimiento circular, se derivará con 
respecto al tiempo v dada por la ecuación lVA 
a=!!.- Y=< !!.- v9=v !!.- e+9!!'-v 
dt dt dt dt 
d • 
a partir de la ecuación ecuación IV.3. se puede calcular di S 
por lo tanto 
!!.. é =!!. (-senS i+cose j)=-cos8 ~ S i - sene !... 8 j 
dI dt dt di 
d 
pero di S=m 
d • • 
- - e =-w(cose i+sen8 j )=-w r 
dI 
• d • 
a=-v(!l r +( - v)8 
dI 
v de ecuac ión III J , V--(Of y OF -
f 
" 
" 
v1 , d ' 
JI:" r +( v)9 
, d, 
IV.5 
, . 
JI= "w"r r +ar9 IV.5 
d d 
ya que v=wr y por 10 lanto dI V"'r dI w""ra 
Ik eSla manera la ace leración en un movimiento circular liene dos componentes, una en 
la dire<"ción radial (aR "'"w: r) que apunta hacía al centro de la circunferencia en vinud 
del signo menos. y la otra en la dirección tangencial (ar ur) 
IV.6 
Ejemplo 1 
, 
Un disco gira, movido por Ull molor, con una aceleración angular de 4 radlseg~ . Si pane 
del reposo. calcular : 
al El desplazamiento angular del radio del disco en r-2 s. 
b) La \'elocidad angular del disco en el mismo tiempo. 
el Si el radio del disco eS de 0.5 m. Calcular la velocidad lineal ,!, la aceleración neta 
de un punlo de la periferia del disco y de un punto a 0.25 m de su centro, en t=2 5. 
dl Si el molor se apaga en el momenlo que el disco tiene una velocidad angular de 10 
rad's y acrua una fuera de fricción entre el eje de giro y el disco de fonna tal que 
alcanza el reposo en 1=1 minuto. Delenninar la aceleración angular y el ángulo 
descnto durante el 1Íempo de frenado. 
Solución 
al De ecuación 11.6 
peoro 0 =·1 radls: WO"O; rs2 s y supóngase 90=0 
h) De ecuación lIU 
9= I (4)(2)2: 8 rad 
1 
(1 11 .6) 
ro(2)=Cl()+ar-4(2)=S radls 
e) De la relación entre las magnitudes de la velocidad tangencial y angular se obtiene 
para un punto sobre la periferia del disco con r-O.5m 
v(t)=ro(t)r 
v(2)=ro(2)r=S · O.5-:4 mis 
y para las componentes radial y tangencial de la aceleración a partir de las 
relaciones IV.6 
4' , 
aR=· - =--32 mis 
0.5 
a-r=4 ' O.S=2 mJs2 
la magnitud de la aceleración neta an 
y la direcc ión 
para r=O.25 
d) De ecuación 111 .5 
an= J~T I +aRI ::. -./321 +22 =32.06mis2 
v(2)=S· 0.2S=2 mis 
4' , 
aR=- - -64 mis 
0.25 
a-r4'O.25=1 rnls2 
a,,= ·/642 +¡2 =64 mls2 
6=tan· 11/64=1.14° 
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t:n éste caso ffiQ= I Orad/s: (1)""0: 8(1=0 y t=60 seg 
de ecuación 111. 7 
a= 0-10 =.0.17radls2 
60 
(1)2=11)02+ 2u{e-8:)) 
0= a/ - UJ~ '" 0- 100 ",294. 12 rad=46.81 vueltas 
2a - 2 · 0.17 
IV. Movimienlo General t:n un Plano 
El movimienlO general en un plano equivale a un movimiento de traslación y uno de 
rot3ción que se llevan a cabo si multáneamente. como es el caso de una esfera que 
rueda. como se muestra en la siguiente figura. en la cual mienlras el punto B se mueve 
hacia la derecha el punto A gira en tomo a é l. 
r 000-0 
i , 
De acuerJo a la ecuac ión IV.I 
s i ahora. derivamos con respt:clO al tiempo. se obtiene 
IV.7 
IV.7 
Esta ultima ecuación cxpr<!sa el hecho que el punto A además de realizar un 
mO" imil:n1o de translación con igual velocidad qut: el punto B. gira en tomo a B. 
La velocidad de cualquier punto A del cuerpo es igual a la velocidad del punto B. 
escogido como referencia, más la velocidad de A respecto a B. En este caso v AIB no es 
cero como en el movimiento de traslación, ya que A gira en torno a B. Esto esta en 
congruencia con el teorema de Chasles que se presenta a continuación . 
Teorema de Chasles: Cualquier movimiento en un plano se puede expresar como la 
superposición de dos movimientos; un movimiento de traslación con velocidad "e, 
donde B es un punto cualquiera del cuerpo. y un movimiento de rotación en tomo a un 
eje de dirección fija que pasa por B, que es perpendicular al plano xy, y que se realiza 
con velocidad angular 00, independientemente del punto B que se seleccione como 
referencia. 
Si derivamos con respecto al tiempo la ecuación IV .7, se obtiene la relación entre las 
aceleraciones de A y B 
IV .8 
como A realiza un movimiento de rotación alrededor de B, la aceleración a AIB 
corresponde a la de un movimiento de rotación. Así esta ecuación se puede expresar 
" . a,,"'ae-oo rr +arO 
tomando en consideración la ecuación IV.5. 
Movimiento de un Cuerpo que Rueda sin Resbalar 
IV.9 
Sea el disco de radio r que muestra la figura, el cual rueda sin resbalar con una 
aceleración angular constante a y una velocidad angular 00 en un instante dado t. 
A 
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" 
Para todo cuerpo Que rueda sin resbalar, siempre se cumple Que el desplazamiento (x) 
en un tiempo t del centro de masa del cuerpo, en este caso el punto B (o el cuerpo en 
conjunto), es igual al arco de la circunferencia Que toca el piso durante ese tiempo, esto 
" 
pero como e se mide en radianes 
,~, 
x(tf={l(t)r 
si se derivan ambos lados de la ecuación con respecto al tiempo 
v(t)"'oo(l)r 
derivando nuevamente con respecto al tiempo 
Así. las ecuaciones 
a= Qr 
x(t)=9(I)r 
v(I)"'oo(l)r 
a"'Qr 
IV. 10 
IV .II 
IY. 12 
IV. IO 
IV .II 
IY.12 
relacionan el desplazamiento x. la velocidad v y la aceleración a, del movimiento de 
traslación de un cuerpo rígido.) Que rueda sin resbalar. con las cantidades angulares e, 00 
y a . Eslas ecuaciones sólQ .te cumplen si el cuerpo rueda sin resbalar. 
A contmuación se estudia con mas detalle el mov imiento de un cuerpo que rueda sin 
~sbalar . Esto se hará mediante la detenninación de la veloc idad de tres puntos 
diferentes (A.B y e I de un disco que se mueve sobre una superficie horizontal. 
Primeramente se considera el movimiento de traslación sin rotación. a continuac ión el 
movimiento de rOlacion sin traslación y finalmente el rodam ienlo sin resbalar mediante 
la combinación de d05 mov imientos simultaneos. el de traslaciÓn del centro de masa y 
el de rotación al rededor del mismo. 
a) Traslación sin rotación 
A 
B'---_+---+ 
e 
Para un movimiento de traslación pura, de la ecuación IV.I se sabe que las velocidades 
de lodos los punlos del cuerpo rígido deben ser iguales, por lo tanto 
a) Rotación sin traslación 
A 
B 
e 
En este caso el disco tiene un movimiento de rotación pura alrededor del centro de 
masa, el cual se encuentra en reposo. Este implica que lodos los puntos del disco giran 
alrededor del centro de masa con velocidad angular w. Por lo que 
\'8=0; 
e) Traslación con rotación (rodamiento sin resbalar) 
~~A,---:-__ --+ v,,=2vi 
o hay resbalamiento 
7J 
En este caso el centro de masa se mueve con una veloc idad v=tor y simultáneamente 
los pWltos A y C se mueven con la misma veloc idad de traslación y giran en tomo a él 
con ve !<x:idad angular w. De la ecuaciÓn IV 7. 
peco 
y 
en ésta última ecuac ión \'9 es la velocidad de traslación del centro de masa B y VAIB es 
la \eloc idad tangencial de A en su movimiento de giro con respeclo al centro de masa, 
,,; 
\'A ""wri+wri"'2wri"'2vi 
y 
siendo \ 'cill"'·(o)ri la veloc idad tangencial del punto e con respecto al pW1IO B: es 
negativa porque se mueve hacia la izquierda 
vc=wri-Nri"'O 
Preguntas 
UNlDADIV 
AUTOEV ALUACIÓN 
1. ¿Qué tipos de movimiento puede realizar un sólidr> en un plano? 
2. Defmir los movimientos de traslllción, rotación y general en un plano. 
3. ¿Qué condición deben cumplir la velocidad y aceleración de lodos los puntos de un 
cuerpo rigido en un movimiento de traslación. 
4. ¿En un movimiento circular como estirelacionado arco s y a, v y ro? ¿En qué unidades 
deben medirse 9 y ro para que se cumplan esas relaciones? 
5. ¿Qué dirección tiene el vector velocidad en un movimiento circular? 
6 . En UD movimiento circular, ¿cuáles son las componentes de la aceleración? 
7. En e l Movimiento General en un Plano, ¿cómo están relac ionados los vectores 
velocidad de dos puntos de un cuerpo rígido? ¿Y los vectores aceleración? 
8. ¿Cuál es la relación entre la velocidad de traslación y la velocidad angular para un 
cuerpo que rueda s in resbalar? ¿Y entre la aceleración de traslación y la aceleración 
angular? 
Problemas 
l . Un disco de radio 1 m gira con (J)(j"'7 radls y está sujeto a una aceleración angu lar 
constante a =3 radls2. Calcular la ve locidad tangencial y las componentt:s tangencial y 
radial de la aceleración en t=5 s, para los puntos A y B que muestra la figura. 
7S 
2. Un disco de radio 2 m, rueda sin resbalar y liene una aceleración angular constante de 3 
radls2. Calcular la distancia recorrida por el disco. su ve locidad y aceleración de 
traslación en r-=2 s. Suponer que su veloc idad angular inicial es cero. 
~ 
01----------+ v 
" 
UNIDAD V 
DINÁMICA DE MOVIMIENTO DEL CUERPO RÍGIDO 
L Introducción 
Esta unidad conjuntamente con la unidad VI, constiruyen la parte medular del curso, el 
contenido de las unidades anteriores se ha concebido de forma tal que proporcione al 
alunmo los conocimientos requeridos para poder cubrir ambas unidades. 
En la unidad IV se estudio la cinemática de los tres movimientos de un cuerpo rígido en un 
piaDo y se establecieron las relaciones entre las cantidades angulares e, (jJ y a con las 
correspondientes cantidades lineales x, v y 8. En ésta unidad se estudiará la dependencia del 
movimiento de un cuerpo rígido con las fuerzas que actúan sobre él y sus puntos de 
aplicación. y con la masa y la forma como está distribuida. 
Las ecuaciones para el movimiento del cuerpo rígido se establecerán para cada uno de los 
movimientos. El movimiento de traslación se hará a partir del centro de masa como se hizo 
en las unidades I y 11 , el de rotación mediante el movimiento circular visto en las unidades 
lIt y IV, Y el movimiento general en un plano por medio de la superposición del 
movimiento de traslación del centro de masa y el movimiento de rotación alrededor de éste. 
En esta unidad se dará espec ial atención al desarrollo de las habilidades en el estudiante, 
que le permitan resolver diferentes tipos problemas del movimie<1lo de un cuerpo rigido en 
un plano. 
11 . Momento de Inercia. 
En la unidad III se definió el momento angular para una panicula como; 
!=r xp (111.8) 
se demostró en el ejemplo 2 de esa unidad que para una partícula está ecuación puede 
transformarse en 
t=I<o 
sin embargo, esta expresión es válida también para un cuerpo rígido como se demostrará a 
continuación. 
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Sea un cuerpo rígido que gira en tomo a un eje que pasa por el centro de masa G, como 
muestra la figura 
y y' 
x' 
o x 
El momento angular 1 de la partícula i de masa runi, con respecto al centro de masa G es 
!=r'¡xóm¡v¡=óm; (r'¡x v¡)=r'Am¡ v¡ k' 
pero v¡9ilr'¡ 
si se considera el momento angular de esta partlcula como la diferencial del momento 
angular del cuerpo rígido (dL) se tiene que 
dL= drnr,lrok' 
L= fdmr"Olk'=o>k' fr"dm=1 ",k' 
L=Iro 
Donde 1 es el momento de inercia respecto 01 centro de maso, dado por 
1= fr"dm 
y ro es la velocidad angular del cuerpo rígido. 
V,I 
V.2 
El cálculo de momentos de inercia es un ejercicio de cálculo integral, que se sale de los 
alcances de éste curso. Aqul sólo se mencionara que para su detenninación se hace uso del 
concepto de densidad de masa definida como 
71 
así el momento de inercia queda como 
d 
p=~m 
dm=p dv 
1= Ir,2 p dv 
para el caso de una distribución volumétrica de masa. Si se tiene una distribución 
superficial (o) o lineal (J...) de masa, enlonces 1 está dado por: 
I~ ¡r'ads 
siendo ds=diferencial de área 
I~ ¡r"Adx 
1 ha sido detenninado para muchos cuerpos y la expresión de éste para los objetos de 
fonnas más familiares aparece en cualquier libro estándar de Dinámica. Si se desea estudiar 
la fonna como se calcula el momento de inercia se sugieren que se consulte el apendice 1II. 
A del libro recomendado en las referencias: Etementos de Dinámica, por Hugo Sergio 
Becerril Hemández, Nicolás Falcón Hemández y Abelardo Luis Rodríguez Soria, 
publicado por la UAM-AzcapolZaJco. 
Teorema de los Ejes Paralelos 
La ecuación V. I define el momento de inercia respecto a un eje que pasa por el centro de 
masa, pero en ocasiones se requiere su valor con respecto a un eje que no pasa por el centro 
de masa. En este caso se utiliza e l teorema de los ejes paralelos para calcular el momento de 
inercia de un cuerpo que gira respecto a un eje que no pasa por el centro de masa, pero que 
es paralelo al que pasa por é l y está desplazado respecto al mismo una distancia D. La 
relación entre los momentos de inercia calculados respecto a dichos ejes paralelos es: 
1=1~.m+mD2 
donde I es el momento de inercia respecto al eje que no pasa por el centro de masa, Ic.m el 
momento de inercia respecto a un eje que pasa por el centro de masa, m la masa del cuerpo 
y D la distancia entre ambos ejes. 
" 
Ejemplo 1 
Calcular el momento de inercia de una barra de longitud L con respecto a un eje que pasa 
uno de sus extremos, como muestra la figura . 
L 
• __ •• __ ••. __ •• __ •••• _ ••• 3> 
C. d , 
Eje de giro 
De acuerdo al teomna de los ejes paralelos 
I=Ic.m+mD2 
I , y D= ~ donde IC•m=12mL 2 
1= 1 mL2+ m( ~ i:;~mL2+.!. mL2= .!. mL2 
12 2 12 4 3 
Teorema de los Ejes Perpendiculares 
Sea una lámina plana situada en el plano XV como muestra la figura, y sean Ix, Iy e Iz los 
momentos de inercia de la lámina con respecto a los ejes coordenados. Entonces se cumple 
la relación: 
z 
x 
y 
" 
Dicho teorema solamente es válido para láminas planas con un espesor (dimensión z) 
mucho menor que el ancho (dimensión y) y el largo (dimensión x). 
Radio de Giro 
Otra manera mediante la cual se puede expresar el momento de inercia de un cuerpo es a 
través del radio de giro k, el cual está definido para todo cuerpo independiente de su fonna 
como: 
I=mk' 
siendo I el momento de inercia, m la masa y k el radio de giro. 
1II. Ecuaciones de Movimiento 
l. Movimiento de Traslación 
Este movimiento también se le conoce como Traslación Pura, y se estudia tomando en 
consideración 10 visto en las unidades 1, Il Y IV, esto es: 
a) Todos los puntos del cuerpo rígido tienen la misma velocidad y aceleración. 
b) Las ecuaciones de movimiento para calcular la aceleración del cuerpo rígido 
son: 
EFexl=ma 
tte~!=O 
Esta última ecuación corresponde a la ecuación del equilibrio de rotación, se cwnple 
por que no hay movimiento de rotación por lo cual la suma de torcas externas que 
actúan sobre el cuerpo debe ser cero 
c) La primera ecuación se cumple al aplicarla al centro de masa, lo cual faci lita su 
aplicación. 
Ejemplo l.El vehículo de masa 1200 kg que muestra la figura, se mueve a 60 kmlhr Y el 
conductor tiene que frenar súbitamente, observándose que derrapa 19 m hasta detenerse. 
Calcular: 
a) La aceleración producida por el frenado, suponiéndola constante. 
b) El coeficiente de fricción entre las llantas y el piso. 
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e) La fuerza normal que actúa en cada llanta. 
N . (a i NA , fA 
, I.S m , 2.1 m , 
El procedimiento que se recomienda seguir para resolver éste tipo de problemas es el 
siguiente : 
(i) Elaborar el diagrama de cuerpo libre. 
(ii) Aplicar la segunda ley de Newton en sus componentes x, y. 
( jii) Aplicar la ecuadón del equilibrio de rotación. 
(iv) Resolver el sistema de ecuaciones simultaneas resultante. 
Solución: 
a) La aceleración se puede obtener directamente de los datos y haciendo uso de la ecuación 
para el movimiento eon aceleración constante 
v=O 
~=vo2+2ax 
vo=60 kmlhr=60/3.6 mls=16.67 mis 
0=(16.67)'+2(19)a 
a=-7.3\ mJs2 
b) Del diagrama de cuerpo libre que aparece en la figura anterior 
EF ... =ma 
-¡.t(NA+NB)=ma 
EFy=O 
NA+NB-rng=O NA+Na=rng 
- ~mg=ma ~=-alg=-(-7.31 )/9.8=Ú.75 
c) De la ecuación para el equilibrio de rotación 
82 
x=19m 
I:-rut=O 
calculando las torcas respeclo al centro de masa 
2.1NA-l .2(fA+f,)-1.5N,=o 
2. 1NA-l.2(. 75NA+.75N,)-1. 5N,~O 
1.2NA+2.4NB""O NA""2NB 
sustituyendo NA en NA +NB""rng 
2Ne+Ne""mg 
N,~mg/J~1200(9.8YJ~J920 N 
NA~2N,~2(J920)~7480 N 
NA Y NB representan la reacción en las dos llantas delanteras y traseras, respe<:tivarnenle, 
entonces la reacción en cada llanta es 
Ejemplo 2 
NL1 .... 1I del .... ln1I""NA/2=3920 N 
NUanll nsera=Nsl2=1960 N 
En tablón de masa m y longitud L. se encuentra sobre un camión como muestra la figura , 
de tal modo que el extremo A descansa en el tope y el B en una tarima vertical. Detenninar 
la máxima aceleración del camión sin que el tablón gire. Despreciar las fuerzas de fricción . 
De acuerdo al procedimiento sugerido anlerionnente, lo primero que hay que hacer es el 
diagrama de cuerpo libre del tablón 
8J 
... ." 
5/005 )()O'zS .77 m.------
... 
1.:. .......... ... ..... . 
RA, 
Las fuerzas RAy y RAJI son las reacciones del piso del camión y el lope, Na es la reacción 
de la tarima vertical, mg es el peso y -ma es la fuerza que actúa sobre el tablón al moverse 
el camión hacia la derecha con una aceleración a . Como el cuerpo se encuentra en 
equilibrio de rotación ya que no se desea que gire. entonces se debe cumplir que la suma de 
Iort:as debe ser cero 
las torcas se calcularán respecto al punto A 
t NA=S.77Ns 
t ll'\ll::ma(LI2)sen 300 
t m,=-rng(L/2)sen 60" 
5.77N,+rna(LI2)sen 300 -rng(L/2)sen 60"=0 
pero se desea que la 3celera<:ión sea máxima, lo cual se da en el momento que el tablón se 
despega de la tarima vertical haciendo con ello Ns=O. con este hecho esta ecuación queda 
como 
mama.>.(L/2)sen 30"-rng(L/2)sen 600",,0 
a.n...:::gsen600/sen3(),,:::1.73 mJs2 
2. Movimiento de Rotación 
Este movimiento tambiin se le conoce como Rotación Pura, y se estudia tomando en 
consideración lo visto en las unidades 1, 11 y IV, eSlo es: 
a) Todos los puntos del cuerpo rígido tienen la misma velocidad y aceleración 
angulares. 
b) Las ecuaciones de movimiento para calcular la aceleración del cuerpo rígido 
son: 
Lte><t==Ia. 
donde 1 es el momento de inercia calculado respecto al eje de rotación. 
c) Hay problemas que será necesario lomar en consideración las relaciones 
cinemáticas entre las variables angulares y las lineales. 
El procedimiento que se recomienda seguir para resolver problemas de movimiento de 
rotación de cuerpos rígidos es el siguiente: 
( i) Elaborar el diagrama de cuerpo libre. 
(ii) Seleccionar los ejes y el sentido positivo de rotación. 
(ii i) Aplicar la segunda ley de Newton al movimiento de traslación en sus 
componentes x, y. Si el movimiento es de rotación pura a=(a"., ay)=O 
LF~=O ~Fy=O .... 
a parti r de estas relaciones se podrán obtener ecuaciones que 
relacionan las fuerzas . 
(iv) Aplicar la segunda ley de Newton al movimiento <.le rotación 
L"te><t=la 
(v) Establecer las relaciones cinematicas si se requieren. 
(vi) Resolver el sistema de ecuaciones simultaneas resultante. 
Ejemplo 3 
Se tienen tres poleas idénticas que muestra la figura. Calcu lar para cada inciso la 
aceleración angular para cada polea. Suponer que el radio de cada polea es de 80 cm y su 
masa de 10 kg. 
al bl 
a) Este caso es una rotación pura y el diagrama de cuerpo libre es 
aplicando la 2" ley de Newton para la rotación 
50R=la 
1= 1 MR2~.5(1O)(O.8)2=3.2 kg m2 
2 
1 
a",50R i =50·O.813 .2= 12.5 radls
1 
el 
b) Este caso es una rotación pura de la polea combinada con una traslación pura del 
bloque. El diagrama de cuerpo libre de ambos cuerpos es 
T 
" 
Para la traslación se toma el sentido positivo hacia abajo, para evitar tener que considerar 
un signo menos entre la aceleración a del bloque y aceleración angular de la polca 
Para el movimiento de traslación 
Para el movimiento de rotación 
50-T=ma 
't~la 
TR=la 
( 1) 
(2) 
Se requiere de una ecuación más pues se tienen tres incógnitas T, a y a. Esta se obtiene de 
la relación cinemática entre la aceleración tangencial de los puntos de la periferia de la 
polea y la aceleración del bloque. ya que ambas son iguales 
a=araR 
Despejando de ecuación (1) T Y sust ituy~ndola en la ecuación (2) 
T=50-ma 
(3) 
R(50-ma)=la (4) 
sustituyendo a de ecuación (3) en (4) 
50R-maR2=1a. 
50* R 
a = l+mRl 
I=.!. MR2=3.2 kgm2 
2 
m = ~ =5.1 kg 
9.8 
50 " 0.8 
a "' 3.2+5.1*0.81 
6.19 radls1 
c) Este caso corresponde a un movimiento de rotación pura para la polca y 
movimientos de traslación pura para ambos bloques. El diagrama de cuerpo libre de 
los tres cuerpos es 
" 
.. 
T, T, 
r$ $r 
lOO N 
T, T, 
"N 
del diagrama de cuerpo libre de cada cuerpo y fijando el sentido positivo que se 
indica para el movimiento de cada uno, se tienen las siguientes ecuaciones: 
F.=ma 
para el movimiento de traslación de mi 
I OO-T1=mlal (1) 
para el movimiento de traslación de ffi l 
TrSlFmzaz (2) 
t n=la 
para el movimiento de rotación de la polea 
T lr-T2r=la (3) 
que es un sistema de tres ecuaciones simultáneas con cinco incógnitas ah a2, TI, T2 
'1 a . De la relac ión cinemática entre al Y a2 con a, se obtienen dos ecuaciones más, 
ya que nuevamente la aceleración tangencial de 105 puntos de la periferia de la polea 
es igual a la acelemción de los bloques 
81=ar (4) 
arar (5) 
sustituyendo al y al de ecuaciones (4) Y (5) en ecuaciones ( 1) Y (2) Y despejando T 
lOO-T1=ml ar 
T2-50= m2a r 
TF 50+m2ar 
Sustituyendo TI y T2 en ecuación (3) 
[( 1 OO-m I a rH SO+m2().r) ]r=1 Q 
a(l+mlr+n12r)=SO 
5. 
n=--- --
l+m lr+m2r 
. 100 50 
sustituyendo datos 1=3.2 kg,; mi '" ~ '" 10.2 kg; mI ,. - '" 5.1 kg 
9.8 9.8 
a. == 50 _ 3.27 radls2 
3.2 + 10·0.8 + 5. 1 * 0.8 
Ejemplo 4 
El disco unifonne A, de masa 4 kg. Está en reposo cuando se pone en contacto con una 
banda transportadora, que se mueve a velocidad constante de 2 mis. Suponiendo que el 
eslabón AB tiene un peso despreciable y sabiendo que el radio del disco es de 750 mm y el 
coeficiente de fricción con la banda es de 0.4 calcular la aceleración regular del disco. 
B 
Solución 
Este es W1 movimiento de rotación pura del disco y su diagrama de cuerpo libre es 
" 
Tomando el sentido positivo que se indica en la figura para la rotación y para las torcas, las 
ecuaciones de movimiento son: 
Para el movimiento de traslación 
peroa . =O 
F- """ F=f 
N= mg 
N = 4 ' 9.8 = 39.2 
pero la fuerza de fricción está dada por 
f = fiN = 0.4' 39.2 = 1568 N 
Para el movimiento de rotación 
La ünica torca externa que actúa es la de la fricción 
fr = la 
r, 
a= -
I 
pero 1 = I mr l = I (4)(O.7S)l = 1.13 kgm2 
2 2 
15.68·0.75 
(l = ------ = 10.41 radls2 
1.1 3 
3. Movimiento General en un Plano 
Como se definió en la Unidad IV, este es un movimiento compuesto de un movimiento de 
traslación y uno de rotación, que un mismo cuerpv realiza simultáneamente. La forma 
como se resuelve un problema de un movimiento de este tipo, es considerando dos 
movimientos, a saber 
Un movimiento de traslación del centro de masa, descrito por la ecuación: 
F ... "'MA 
donde A es la aceleración del centro de masa 
Un movimiento de rotación alrededor del centro de masa, descrito por la 
ecuación: 
, '=I'a' 
donde t ' , l' y 0.', se miden respecto al sistema de referencia fijo en el centro de 
m"". 
Existen otros puntos con respeclo a los cuales se pueden plantear las ecuaciones de 
movimiento, sin embargo el centro de masa presenta una serie de ventajas. que por lo 
general facililan su aplicación como punto de referencia. 
Solución de Problemas 
Para resolver un problema de un movimiento general de cuerpo rígido en un plano, se 
recomienda seguir el siguiente procedimiento 
(i) elaborar el diagrama de cuerpo libre. 
(ii) Seleccionar los ejes (x. y) y el sentido positivo de rotación. 
(i ii) Aplicar la 2" ley de Newton al movimiento de traslac ión en componentes (x, y). 
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(iv) Aplicar la 2" ley de Newton al movimiento de rotación. 
(v) Establecer las relaciones cinématicas. 
(vi) Resolver el sistema de ecuaciones simultaneas resultantes 
Ejemplo S 
Un jugador de billar desea golpear una bola con el taco de fonna tal que empiece 
inmediatamente a rodar sin resbalar. Calcular la distancia d que muestra la figura, para que 
esto suceda. Expresar el resultado para d en ténninos de R. el radio de la bola de billar 
El diagrama del cuerpo libre de la esfera en el momento que el taco la golpea, antes de que 
empiece a moverse, ya que se desea que al iniciar su movimiento lo haga rodando sin 
resbalar, por lo cual no se considera la fuerza de fricc ión 
Cuando el taco golpea la bola, le aplica una fue rza F durante un tiempo t, ambos F y t son 
desconocidos. Aplicando la 2" ley de Newton en la dirección x 
F.=ma 
F=ma 
F 
a"' -
m 
Si se considera F constante la aceleración también lo es por lo que la velocidad rmal al 
dejar de actuar F es 
pero vo=O 
V"OVo+at 
F 
v= - t 
m 
Esta es la velocidad del centro de masa en t. Si ahora se aplica la 2" ley de Newton al 
movimiento de rotaciÓn alrededor del centro de masa 
~> = Ia 
Fd=Ia 
Fd 
a=~ 
1 
como 0>0=0 Y a es constate, se puede obtener ro de la siguiente manera 
Fd 
00::00 +at =-- t 
• 1 
igualando 
v=roR 
que es la condición para que la bola de billar ruede sin resbalar, de donde: 
2 
eliminando F y t de ambos miembros de la ecuación y substituyendo 1", SmR 1 
" 
dR 
- ' -,--
m = mR 
l 
finalmente 
Así que. para que la bola de billar ruede sin resbalar inmediatamente despues de haber sido 
golpeada por el taco. se le debe pegar a una altura un poco menor que la mitad del radio, 
sobre una linea horizontal imaginaria paralel~ a la horizontal que pasa por el centro de 
m"". 
Ejemplo 6 
El sistema que muestra la siguiente figura está compuesto de: el bloque de masa m, la polea 
de momeOlo de inercia 1 y radio r. y un cascarón esfericQ montado de forma tal que puede 
rofM alrededor de su eje vertical. El cascarón esferico tiene una masa M y un radio r. La 
cuerda de masa despreciable está enrollada alrededor de la parte media del cascarón y 
cuando el bloque cae la esfera y la polea giran. Suponiendo que la velocidad inicial del 
bloque es cero. calcular su velocidad cuando ha bajado una distancia h, respecto a su 
posición inicial. 
M.' 
El diagrama de cuerpo rigido del sistema es 
M.' 
, 
, .. 
--'--- ----{'''':'I,T. 
Aplicando la 2" ley de Newton al bloque y suponiendo el sentido positivo hacia abajo como 
muestra la figura 
mg-T,=m3t, (1) 
y a la polea y el cascarón 
Et=la 
para la polea 
Nótese que en éste caso para la polea, T, no es igual a T 2. como sea había considerado en 
cursos anteriores cuando se suponía que la polea no tenía masa. Para el cascaron esférico 
" 
Se tiene un sistema de tres ecuaciones con cinco incógnitas: T lo T2• a¡" C7.poI y Clcaac . de 
acuerdo al procedimiento planteado para resolver este tipo de problemas hacen falta las 
relaciones cinemilticas. Estas se obtienen notando que la aceleración tangencial (arpol) de 
los puntos de la periferia de la polea es igual a la aceleración de l bloque 
(4) 
Para el cascarón la aceleración tangencial de los puntos que se encuentra en donde está la 
cuerda, también es igual a la aceleración del bloque 
(1) 
despejando a de ambas ecuaciones 
y 
sustituyendo a en ecuaciones 2 y 3 
( 1) 
(2') 
(J') 
Ahora se tiene un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas (T I, T2 Y a¡,): Dividiendo 
ecuación (2') entre r y (r) entre R y sumando las tres «:uaciones resultantes, se obtiene 
" 
sumando miembro a miembro estas dos ecuaciones, se obtiene 
despejando T2 de ecuación J' 
a. 
ms-T: ==mlib+l -;:¡ 
2 Tz= - Mab (J') 
S 
sumando ahora estas dos ecuaciones (4') Y (3 '), se obtiene 
1 2 
mg=(m+ 1 + - M)lib 
r S 
"'-
mg 
1 2 (m+ - + - M) 
r ' S 
(4') 
como la aceleración es constante, para calcular la velocidad del bloque al bajar una 
dislaflcia h, se puede utilizar la ecuación 
pero vo=O 
" 
Ejemplo 7. Movimiento de Mancuernas 
Se tiene una mancuerna compuesta de dos partículas A y B, Y una vari lla de peso 
desprec iable y longitud 1 m, como muestra la figura de la izquierda. La mancuerna se 
encuentra inicialmente en reposo en su posición vertical, con la panícula A descansando 
sobre el piso sin fricción . Se da al sistema un pequeno desplazamiento angular y cae. 
Calcular la velocidad de A cuando la varilla forma 45" con la horizontal, como muestra la 
figura de la derecha 
B 
m 
1m m 
A m 
Sean " ,., y Va las velocidades de A y B, como se indica en la figura. Se pueden obtener las 
e<:uaciones para las velocidades a partir de las siguientes consideraciones : 
a) Se conserva la componente x del momento lineal al no haber fuerzas externas actuando 
en esa dirección, 
de donde se concluye que 
b) Se conserva la energía me<:ánica del sistema, ya que no actúan fuerzas de fricción. 
1 2 1 2 
mv,., '" mVe +mg(lsen 45°)=mg l 
2 2 
" 
e) La componente de V" y Ve a lo largo de la varilla es la misma, esto es: 
veu=V"cos 45" 
la magnitud de VD, está dada por 
'~ ,--, j ' , 
Y8"' .J V,+ Vy =- V" +4 v,,=2.24 v" 
sustituyendo VD en la expresión para la energía 
I I 
- V,,2+ _ (2.24 v,,)l+g(1sen 45°)"'g l 
2 2 
despejando v". se obtiene 
v,,=O.49 mfs 
" 

UNIDAD V 
AUTOEVALUACIÓN 
1. ¿Puede ser negativo el momento de inercia de un cuerpo? Explicar su respuesta. 
2. El radio de giro de un cuerpo de 5 kg. es 0.4 m, dete!TTlinar su momento de inercia. 
3. El momento de inercia de un disco de 2 kg respecto a un eje que pasa por su centro de 
masa es I=.!. rnr. Aplicar el teorema de los ejes paralelos y determinar el momento de 
2 
inercia del disco respecto a un eje que pasa por el punto A. 
G 
4. .Las ruedas delanteras de un carro soportan un peso de 7,840 N Y las traseras de 6,860 
N. La distancia entre los ejes de las llantas es de 2.4 m. 
a) ¿Cuál es el peso total del carro? 
b) ¿A que distancia horizontal del eje delantero se encuentra el centro de masa? 
5. Un cilindro sólido de radio R: 0.2 m y una masa M: 12 kg, rueda sin resbalar partiendo 
del reposo una distancia L=6.5 m, sobre un plano inclinado como muestra la figura . 
Calcular su velocidad al 11egar al piso. 
'" 
6 Una bola de boliche (1 = 2 mrl ) de 20 cm de radio y S.S kg es lanzada sobre una 
5 
superficie horizontal con velocidad inicial vQ=4.6 mis y con veloc idad angular IDQ=9 
rad/s, en las direcciones que muestra la figura . Si el coeficiente de fricción entre la bola 
y el piso es de 0.1, calcular el tiempo que tarda en empezar a rodar sin resbalar y las 
velocidades lineal y angular para ese tiempo. 
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UNIDAD VI 
TRABAJO·ENERGiA 
l. Introducción 
En cursos anteriores se vieron los conceptos de trabajo y energía para el caso de panículas 
puntuales. Se dedujo la ley de conservación de la energía mednica a partir del teorema 
trabajo-energía, y considerando que las partículas solamente estaban sujetas a fuerzas 
conservativas. 
Se aplicó dicha ley de conservación en la solución de problemas, como una alternativa a la 
utilización de las leyes de Newton o como un complemento a éstas. 
En ésta unidad se estudiaran el trabajo y la energía con relación al movimiento de un 
cuerpo rigido. 
11 . Trabajo 
El trabajo mecánico hecho por una ruerza externa F sobre un cuerpo rígido. cuando este 
describe una trayectoria r , como se muestra en la figura. se define como: 
Donde F es la fuerza y dr el desplazamiento y la integral se calcula sobrt la trayectoria r. 
" 
--Jk:::::....-----+, 
"J 
Si se aplica esta definición a un cuerpo que realiza un movimiento de rotación 
dr= rd9 
, , 
w~ J F.,d9 = J F,rd9 
" " 
Donde F. es la componente tangenc ial de la fuerza. Pero el producto F, r es la ton;:a 
asl el trabajo hecho por una !Orca está dado por: 
, 
w~ J ,d9 VI.I 
" 
si la torca t es constante 
W="tó9 
111. Energia C inetica de Rotación 
Considerese un cuerpo rígido que gira alrededor de un eje fijo 
'" 
La energía cinética de la partícula de masa dm respecto al eje de giro, esta dada por 
Si sumamos la energía cinética de todas las particulas, se obtiene la energía cinética de 
rotación del cuerpo rígido, por tamo 
pero v=ror y (1) es la misma para todos los puntos del cuerpo rígido, por tanto Krot 
I ' J' Krot"" - (1)" r dm 
2 
y nuevamente la integral es el momenlO de inercia 
lO' 
y la energía cinética de rotación respecto al eje de giro esta dada por 
K ~ VI.2 
Movimiento dot Traslación y Rotación 
Cuando un cuerpo ademas de girar en tomo a un eje, realiza un mo,'imiento de traslación, 
su energía cin¿tica total está dada por 
considerando al cuerpo como un sistema de n panículas" Como se vio en la Unidad JI , la 
velocidad de panícula i (v,) respecto al sistema fijo en la superficie de la lierra se puede 
escribir como 
donde V es la veloc idad del centro de masa respecto al sistema fijo en la superficie de la 
tielTli y , "¡' la velocidad de la panícula i respecto al centro de masa" Sustituyendo esta últ ima 
expresión en la ecuación para la energía cin¿tica 
KrI ~ m¡(V+v;') . (V ... v,') 
2 
KT= Il rn¡(V:2 ... 2V • ' "¡'-, ,': ) 
2 
KT s .1. Lm¡y2+V • Lm¡y¡'+L ~ m¡v¡·2) 
2 2 
KT "' ~ My2+':Lm¡V¡·2) 
2 2 
ya Lm¡""M y el t~rmino Lmjy¡ .... My·ZO, ya que e5 el momento lineal del centro de masa 
respecto a si mismo. Si ahora consideram05 lo establecido en la unidad V, en relación a que 
todo Movimiento General de un cuerpo (traslación y rotación. simultáneos) se puede 
observar como el movimiento de traslación del centro de masa más e l movimiento de 
rotación alrededor del centro de masa. De esta manera Vi', la velocidad de partlcula i 
respecto al centro de masa. es la velocidad tangencial de la panicula en su movimiento de 
rotación alrededor del centro masa, y se puede escribir como: 
siendo ID la velocidad angular. Así KT se puede expresar como: 
KT S ~ My2+~Lm¡IDr¡,2) 
2 2 
pero ro es la misma para todos los puntos del cuerpo. por 10 que se puede sacar como factor 
común 
KT= I My2+ I IDl:m¡r¡·2) 
2 2 
elt~rmino Lm¡f¡·2. cOlTesponde al momento de inercia (1') del cuerpo respecto a l eje de giro 
que pasa por e l centro de masa. Finalmente la ecuación anterior se puede escribir como: 
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I I 
Kr= I't}+ m\! 
2 2 
VI.3 
siendo el primer ténnino la energía de cinética de rotación (KR~) del cuerpo alrededor del 
centro de masa 
I ¡ 
KROI'" 2 I'w 
y el segundo t ~nnino la energía cinélica de traslación (KTras.) del cuerpo respeclo a un 
sistema de referencia fijo en la su perficie de la tierra 
IV. Teorema Trabajo-Energía 
Para el caso de un movimiento de traslación es fácil obtener el teorema trabajo-energía, a 
partir de la definición de trabajo mecánico hecho por una torca. 
Siendo Wny tn cl trabajo neto y la lorca neta externa. respectivamente, Pero de acuerdo a la 
2' ley de Newlon para el mo\' imiC' nto de rotación. 
IOlC 
dO) T'='Ja=1 
dI 
así el trabajo nelO queda como 
eliminando dI 
de 
~-
dt 
d9=codt 
dro 
I - wdt 
dt 
"J I 2 2 W=I rodoo= - 1(00 -<00 ) 
• 2 
1 2 I 2 
W= - l ro - - 1/))(1 
2 2 
V1 .4 
Nuevamente, si además del movimiento de rotación existe movimiento de traslación. la 
energía cinética esta desde la ecuación VI.3. 
En virtud de que el teorema trabajo-energia se dedujo a partir de la 2" ley de Newton, la 
cual sólo considera las fuerzas externas, al apl icarlo no deberán tomarse en cuenta las 
fuerzas internas 
V. Conservación de la Energía 
La conservación de la energía está relacionada con el hecho de que sólo actUen fuenas 
conservativas sobre el s istema. Estas fuerzas son aquellas cuyo trabajo entre dos posiciones 
cualesquiera, no depende de la trayectoria. o bien que el trabajo que realizan sobre un 
cuerpo en una trayectoria cerrada es cero. 
lO" 
Como consecuencia de que el trabajo hecho por las fuerzas conservativas depende sólo de 
la posición inicial y final de un cuerpo, el trabajo se puede expresar como el incremento de 
una función que sólo depende de la posic ión del cuerpo. A esta función V se le llama 
energía potencial y esta definida como: 
VI. S 
Cada fuerza conservativa tiene una energía potencial asociada, como se vio en cursos 
anteriores, la energía potencial asoc iada al peso y a la fuerza de un resorte elástico son: 
a) Para el peso rng 
W=.6.(mgh C.dr: M) 
V =mgh C.de M+C 
Donde e es una constante y he. de M es la altura del centro de masa medida respecto al nivel 
que se seleccione como e! nivel cero de la energía potencial, lo cual pennite a su vez hacer 
cero la constante C. La altura que se considera es la del centro de masa de acuerdo a lo 
vis to en la Unidad 1, ya que é!>le se comporta como un punto en el que se encuentra 
concentrada loda la masa y sobre el cual actUan las fuerzas externas, en este caso el peso. 
b) Para la fuerza de un resorte elást ico que cumple la ley de Hooke 
Siendo x la defonnación del resorte y k su constante . 
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Conservación de la Energía 
Si se considera que sobre un s istema sólo actúan fuerzas conservativas, de acuerdo a la 
defmición de energía pokncial (ecuación VI.5), el trabajo realizado esta dado por: 
Así mismo, de acuerdo al teorema InIbajo-energia (ecuación VI.4), el mismo trabajo se 
puede expresar como 
W1_¡ =6K 
igualando ambas ecuaciones: 
dK=-IIV 
dK+IIV=O 
o bien 
II(K+V)=O 
al término que aparece enlre paréntesis se le llama energia mecán ica del sistema E. 
E=K+V VI.6 
Si solo actúan fuerzas conservativas 
IIE =0 
y por consiguiente 
E = constante 
Cuando no actúan fuerzas de fricción u otras fuerzas disipativas sobre un cuerpo rígido. la 
energía mecánica se conserva como en el caso de una particula. Sin embargo existe un caso 
en el cual aún actuando fuerzas de ficción sobre un cuerpo rígido. la energia se conserva. 
'" 
Este ocurre cuando un cuerpo rueda sin resbalar sobre una superficie. La razón es que la 
fuerza de fricción no real iza trabajo en este caso, siempre actua paralela a la superficie 
sobre la cual se mueve el cuerpo y no existe desplazamiento instantáneo paraldo a la 
superficie cuando rueda, lo cual implica que la velocidad del punto de contacto entre la 
superficie y el cu~rpo en movimiento, es cero. 
Si además de las fuerzas conservativas aclÍlan fuenas no conservativas sobre el sistema, ck 
acuerdo al teorema Irabajo-energia el trabajo neto está dado por 
W. =,;]( Vl. 7 
Pero W n se puede expresar como 
Donde WFC y WFNC es el trabajo hecho por las fuerzas conservativas )' las no 
conservativas, respectivamente . 
W. = WfC + Wf'NC=-aK 
peco 
WfN(; =6.K +6.V 
Finalmente 
WrN( = <lE VI .• 
Que es la relación mas general entre d trabajo)' la energía mecánica. 
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A continuación se verán una serie de aplicaciones del principio de conservación de la 
energía. 
Ejemplo I 
Un cilindro sólido (1= ~ MR2 ) de radio R y masa M rueda sin resbalar, partiendo del 
reposo, una distancia L sobre un plano inclinado como muestra la figura. Calcular su 
velocidad al llegar al piso. 
h=L sen a 
Solución: 
Como el ci lindro rueda sin resbalar se conserva la energía. Si suponemos el nivel cero de la 
energía potencial en el piso, entonces en la parte superior el c ilindro sólo tiene energía 
potencial y en el piso cinética 
1 1 Mgh == - Mv l + _ Iro l 
2 2 
para el cilindro I = ~- MR 1 Y v = wR si rueda sin resbalar 
2 
Mgh=I Mv1 
2 
'" 
Ejemplo :2 
Mgh == 3 Mv 1 
4 
v= 
El sistema que muestra la figura está compuesto de el bloque de masa m, la polea de 
momento de inercia I y radio r. y un cascarón esférico montado de fonna tal que puede 
rotar alrededor de su eje venical. El cascarón esférico tiene una masa M y un radio r. La 
cuerda con masa despreciable está enrollada alrededor de la pane media del cascarón y 
cuando el bloque cae la esfera y la polea giran. Suponiendo que la velocidad inicial del 
bloque es cero, calcular su velocidad cuando ha bajado una distancia h, respecto a su 
posición inicial. 
!.l, R 
Solución: 
:">Jotese que este problema se resolvió como ejemplo en la Unidad V, aplicando la 2' ley de 
"\Jev.1on. Aqui se resolved con méuxios energéticos . 
,,, 
En virtud de que sólo actuaran fuerzas conservativas, la energía metánica del sistema 
formada por los tres cuerpos se conserva 
La ellergla E, corresponde a las posicion inicial y Er a la fmal 
LOS 1llES CUER.POS 
ESTÁN EN REPOSO 
". G:~-----¡",:t , 
POSICIÓN IN1CIAL 
- .. loo ~---":::~ 
POSICI ÓN FINAL 
La energia inicial cOlTCsponde a la energia potencial del bloque. porque los tres cuerpos 
están en reposo y la energía fina l a la suma de las energías cinéticas de los tres cuerpos los 
t; u;¡ les se encuentran en movimiento. 
k, + VI =k f + V, 
I 1 I 1 1 ¡ 
0 + mgh = 2 mv + 2 l pobro ...... + 2 Iar.r.ro .. r... 
2 , 
Pero ¡ .. Ior. = S MR -
La energía cinética del bloque es de traslación y de rotación la de la polea y la esfera. Esta 
ultima ecuación tiene tres incógnitas Vb. (¡)polu Y (¡)esferL Para encontrar la expresión para la 
velocidad del bloque Vb. se requieren dos ecuaciones mas. las cuales se pueden obtener a 
panir de las relaciones cinemát icas entre las tres incógnitas. 
Relaciones cinemáticas: 
ya que la velocidad tangencial de la esfera y la polea.. son iguales a la velocidad del bloque. 
como se aprecia en la figura anterior que corresponde a la posición final del sistema. 
Despejando (¡) de estas dos relaciones 
w,... 
v, 
'" 
ro = ~ .~ R 
sustituyendo estas dos relaciones en la ecuación para la energía 
1 I v ; 2 V I ~ 
mgh = - mv 1 + 1 ( -.-..!...f+ --MR 1 ( - ) 
2 b 2 '"*" r 2S R 
reduciendo 
2mgh 
' _ 2 m + --- + - M 
r' 5 
Ejemplo 3 
En el instante mostrado, el disco B de 10 kg. Y r=O.3 ffi. tiene una velocidad angular de 2 
radls en el sentido del movimiento de las maneci llas del reloj. Si la masa de la polea A es 
despreciable y el cable se enrolla en B, detennine la distancia que recorre el bloque antes de 
detenerse, si el bloque tiene una masa m:5 kg. y el coeficiente de fricción con el piso es de 
0.8. 
m 
"' 
En este problema no ~ conserva la energía porque actúa como fuerza de fri cción, lo cual 
disipa la energía. El problema se: puede ~solver mediante d teorema de trabajo-entrgía 
-fd=E - E 
<r <o 
pero como al final queda en reposo Ecf=O 
fd=E,. 
y la energía cinttica inicial del sistema es la energía de rotación del diSf.:o mas la energía de 
tras lación del bloque. 
1 fd= m .v l 2 " • (1 ) 
esta ecuación contiene dos tnCÓgJ\lt8S, v A y a. Existe una relación cinemática entre y A Y va 
la \'docidad tangencial de los puntos de la periferia dd disco 
1 \' = wr 
• 2 
Sustituyendo v A en ecuación (1 ) 
1 , 
Paraeldisco l= m" r ' 
2 
'" 
t" 1 I , I I Id = m ... ( wr)" + lro 
2 2 2 
(2) 
(3) 
d 
Colisiones con Mancuernas 
Ejemplo 4 
'd 1 l' 1 
11 = - - (0 r ' ( - m" +ms) 4 2 
1 (2) ' (0.3) ' 2.5+10 
4 (0.8)(5)9.8 ( ) 
d = O.03m = 3cm 
Sobre una superficie horizontal sin fricción. se encuentra una mancuerna formada por dos 
partículas de masa M y una barra de longitud d y masa despreciable. inicialmente en 
reposo, choca contra elta una partlcula de masa m que se mueve con velocidad V I)< como 
mu~stra la figura . Calcular: 
a) El valor de m para que quede en reposo después del choque. 
b) La velocidad del centro de masa de la mancuerna después del choque. 
e) La velocidad angular de la mancuerna alrededor del centro de masa, después del choque 
n' 
MANCUERNA 
M 
d 
M 
El momento lineal del sistema se conserva por no haber fuer7.aS externas, entonces 
(1 ) 
el momento angular con respecto al centro de masa, se conserva por no haber torcas 
cxtemas 
L'o=L'f 
d 
mv - k=lw 
' 2 
la energía mecanica se conserva al no aetuar fuerzas de fricción 
de ecuación (1) 
y de ecuación (2) 
In V 
\' = • 
Cm 2M 
w~ 
rndv . 
21 
sustiruyendo '",m } ro en la ecuaciún (3) 
mv 2"" 1 (2M)( mv . 
2 o 2 2M 
reduciendo términos 
IlO 
(2) 
(3) 
ml d1ml m _ _ 
o 
+~-
2M 41 
pero el momento de inercia de la mancuerna con respecto al centro de masa es 
por tanto 
fmalmente 
d 2 I 2 
'-2M( - ) ~- Md 
2 2 
m==M 
sustituyendo m en la ecuación para V~m Y (¡) 
mdv. v. 
w---~~ 
21 d 
'" 

UNIDAD VI 
AUTOEVALUACIÓN 
PREGUNTA S 
l . Si un cuerpo rueda sin resbalar ¿cómo se calcula su energía cinética? 
2. Para un cuerpo rígido ¿cómo se calcula la energla potencial debido a l peso? ¿Qué altura 
hay que considerar? 
3. ¿Qué d iferen cias exislen entre las ecuaciones VI. 7 Y VI.S? 
4. ¿Bajo qué condiciones se conserva la energía mecánica de un cuerpo rígido? 
5. ¿Qué condición se debe cumplir para que aún actuando una fuerza de fricción sobre un 
cuerpo, la energía mecánica se conserve? 
6. Dos cilindros ruedan sobre una pendiente de altura h, si uno es un cascarón y el otro 
esta lleno, ¿cuál de los dos llega primero al fondo? Justificar su respuesta. 
Problemas 
I 
l . Un cilindro de 25 kg. ( 1 = mr ~), es soltado desde el reposo. como muestra la figura . 
2 
determinar la velocidad del centro de masa una vez que ha dado 5 vueltas 
~ 
400rm/ 
2. El disco de 25kg que mueSlr3 la figura descansa sobre un pasador. Si sobre el acrua una 
fuerza constame de 15 N que se aplica mediante una cuerda de masa despreciabk 
enrollada en su periferia y una torca de 10 Nm, calcular su velocidad una vez que ha 
dado 4 vueltas. 
M= ION 
ISN 
'" 
UNIDAD VII 
MOVIM IENTO ARMÓNICO SIMPLE 
J. Introducción 
El término armónico simple se usa para describir él más elemental de los movimientos 
oscilatorios. Es una idealiución de lo que sucede en el mundo real y permite tener un 
avance en el entendimiento de fellÓmenos oscilatorios reales más complicados. Es posible 
decir que todo movimiento periódico, que es aquel que se repile, es alguna forma de 
movimiento annónico simple o una superposición de ellos 
Los movimientos periódicos son muy comunes en la naturaleza, de forma tal que juegan un 
papel importante tanto en los fenómenos a nivel atómico como a mayor escala. Inclusive 
fenómenos que no son periódicos se pueden estudiar bajo ciertas condiciones en función de 
movimientos annónicos simples 
11 . El Oscilador Armónico Simple 
Una panícula que está sujeta a una fuerza del tipo ley de Hookt 
F=-kx VII. I 
Describe un movimiento armónico simple en donde k es una constante y x es la posición de 
la partfcula con respecto a la posición de equilibrio. Dicha ecuación la satisfacen los 
resones, ligas y la mayoria de los melales, dentro del llamado limite e1btico. 
Para el caso de los resones, si no se alargan o comprimen de modo lal que se rebase el 
limite de elasticidad, obedecen la ecuación VII.!, mediante el esrudio de su 
comportamiento se pueden eSlablecer las características del oscilador annónico s imple. 
Para este propósito conside~mos el osci lador como muestra la figura 
'" 
Sin lomar en cuenta las fuerzas de fricción . Si se desplaza m hasta una de[onnac ión de 
magnilud A y se suelta, de la experiencia se sabe que el cuerpo oscilará alrededor dd punto 
de equilibrio (11.=0) y se moverá enlre A y-A 
Es claro que al variar la posición de la panícula le fuerza de restitución, llamada as' porque 
trata de que el resone recupere su forma original, será variable y por lo tanto también lo 
será la acderación y la velocidad. Al ser periódico el movimiento, eSlo se refleja tanto en la 
vdocidad como en la aceleración, la primera es máxima en la posición de equilibrio y cero 
en A y -A: la aceleración es rnaxirna en los extremos y cero en el origen. 
Antes de entrar a mayor detalle, es n~esario definir algunas cantidades que son útiles para 
estudiar el movimiento del osci lador armónico. Tal es el caso de la amplitud A que se 
defme como el maximo desplazamiento de la posición de equilibrio 
Amplitud = A = x-. 
El periodo T defmido como el tiempo necesario para dar una oscilación completa y la 
frecuencia (f) que equivale al número de oscilaciones dadas en la unidad de tiempo. Estas 
cantidades estan relacionadas mediante la ecuación. 
". 
f = 1 
T 
Los t~rminos amplitud, periodo, frecuencia y oscilación, siempre van asociadas a 
movimientos periódicos, 
III , Relación Entre los Movimiemos Armónico Simple y Circular 
El movimiento armónico simple es la proyección del movimiento circular unifonne sobre 
uno de sus diámetros como se aprecia en la siguiente figura 
I b 
!d' 
1" 
, ) w 
" l' " , I I I I 
R' 
La partícula puntual describe un movimiento circular unifonne (ro=cte) en semido contrario 
a las manecillas del reloj, ocupa en un momento dado las posiciones a, b, e, d, e, r, g. h, i, j , 
k, 1, Y sus proyecciones sobre el diámetro de la circunferencia son respectivameme, a' , b', e', 
d', e', f ', g', h', i', j', Nótese que al realizar la partícula puntual el movimiento circular su 
proyección sobre el diámetro lleva a cabo un movimiento oscilatorio, ya que al ir la 
partícula de a a g, la proyección St: mueve en linea recta de a' a g', y al ir de g a a , la 
proyección se mueve de g' a a', 
Sin embargo aunque la partícula describe una trayectoria circular con una velocidad 
constante en magnitud, su proyección sobre el diametro se mueve con una velocidad cuya 
magnitud depende de la posición, como se muestra a continuación 
'" 
Posición de la partícula en t=<l 
9=rot +B 
x=A cos(rot+ B) 
Si el radio de la circunferencia es A, la posición de la proyección en un tiempo t es 
derivando con respecto al tiempo 
derivando v con respecto al tiempo 
nótese en la figura anterior que 
x = ACaS(rot + B) 
dx 
v = - = -Arosen(rot + B) 
dt 
dv 
a = - = - Aro 1COS(mt + B) 
dt 
9=mt+B 
VII.3 
VII A 
VIl.S 
Siendo ro la velocidad angular y ola llamada constante de fase que es igual a 6(0) 
a(o) = & 
Las ecuaciones VIIA, VII .S y VII-6 son válidas para todo movimiento annónico simple. 
' 28 
IV. Solución de la Ecuación del Oscilador Armónico 
De acuerdo a la ecuación VII.I. la fuerza que actúa sobre el oscilador armónico está dada 
po' 
F =-kx 
si se aplica la 2" ley de Newton al oscilador 
d 'x 
pero a = --
dI ' 
F=ma 
d' x 
-kx= m -
dI ' 
dividiendo entre m y rearreglando esta ecuación se obtiene 
VII .6 
que es una ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes constantes, por incluir 
una segunda derivada y tener coeficientes constantes tanto la segunda derivada como la 
posic ión x. La solución de ésta ecuación diferencial, es obviamente de la forma de la 
ecuación VID 
X(I) = Acos(coI + o) 
si se sustituye X(I) y su segunda derivada de la ecuación VIJ.5, en la ecuación diferencial 
VII .6, se obtiene 
reduciendo términos 
- Aro I COS(rol + o) +.!< Acos(wt + o) = O 
m 
'" 
, k 
- O) + -- =0 
m 
VII.7 
Para determinar el periodo, recuérdese que el movimiento se repite después de transcurrir 
un periodo. por lo tanto la posición del oscilador debe ser la mima para t y para un 
tiempo t + T. Esto sucede sólo si el argumento se incrementa en 2n. es decir: 
rot + B+ 2It =ro(t + T) +ó 
de donde se obtiene 
VII .S 
El valor de la amplitud y la constante de fase, se obtienen a partir de las condiciones 
iniciales para la velocidad y la posic ión del oscilador de la siguiente manera 
X o =x(O)=Acosó 
V o = v(O)= - Arosen B 
Dividiendo miembro a miembro a miembro ambas ecuaciones 
lo cual se reduce a 
, JO 
v-'-
x, 
Awseno 
- ----
Acosó 
tan5=- 2 
x, O> 
si ahora elevamos al cuadrado X(I y vo 
ó=tan ,~,!­
X . úl 
sumando ambas ecuaciones para X(I y vo 
, 
V o ¡ 1 x. + - ¡ =A (sen ó+cos 2 ó) 
úl 
A= x + ~ 
" . 
'1 000 
VII .IO 
La ecuación VII A para la velocidad, puede expresarse de otra forma usando la relacion 
sen
29 +cos29=;1 
V( l) = oo l lA 2 _ A l COS I(oot + 0)1 
pero el segundo lermino dentro del parentesis es x2(t) 
VII . I I 
V. Energia del Oscilador Armónico Simple 
Ya que la única fuerza que actUa sobre el oscilador es la del resone, la cual es conservaliva 
con una energía potencial V(x) igual a 
V(X)= I kx ' 
2 
", 
la energía mecánica del osc ilador armónico, está dada por 
se conserva y su valor se puede detenninar a partir de ésta ecuación y la ecuación VII .JI 
para la velocidad. 
pero de la ecuación VII.7 k=mo/ 
E=! mro l A l =!kA l VII .12 
2 2 
ecuación que es igual a la máxima energía potencial que tiene el oscilador en los extremos 
cuando X = ±A y en donde la energía cinética es cero. Al acercarse la partícula a la 
posición de equilibrio (x=O), la energía polencial disminuye hasta hacerse cero, en éste 
punto es en donde la energía cinética es máxima e igual a la energía total. Una vez que pasa 
por x=O, la energía cinética empieza a disminuir y la potencial a aumentar, hasta alcanzar 
en el otro extremo nuevamente el valor máximo. De esta manera el oscilador armónico es 
un ejemplo de un intercambio continuo entre la energía cinética y la potencial 
Ejemplo 1 
Demostrar que para UD oscilador armónico vertical la solución es la misma que para el 
horizontal. 
13! 
t 
, 
+ F=-k(xo+x) 
Nótese que en virtud de su peso la posición de equilibrio esta en XO, ciado por 
-kx - mg=O-i>x = -mj 
• • k 
aplicando la 2" ley de Newton 
sustituyendo xo 
d' x 
m 1 =-k(x+xo) - mg 
dI 
d' x 
m =-kx+mg-rng=-kx 
dI ' 
d'x 
m - +kx=O 
dI ' 
por lo tanlo la solución es la misma que la del osc ilador en posición horizontal. 
I lJ 
Ejemplo 2 
Una masa de 10 kg oscila de acuerdo a la ecuación 
I 
x=O.Jcos(1rt + - 1t) 
4 
donde x esta en metros y t en segundos. Encontrar: 
a) La frecuencia y la amplitud del movimiento 
b) El desplazamiento y la velocidad en t-=O y en t=2.75 seg. 
e) La energia mecánica tOlal 
d) La energla cin~tica y potencial para t=2.75 seg. 
Solución 
Comparando la ecuación 
'00 
se obriene : 
. ) 
b) 
'" 
I 
X = O. J cos(7rt + - n) 
4 
x = Aeos(rol+ l» 
I 
A-o. lm; (J)""T\' radls y O = ~ n 
4 
f = ~ =.2!. = 0.5 ciclos/seg. 
2n 2n 
I 
x(O) = Aeoso = O.Oleos - n 
4 
I 
x(2. 75) = 0.1 eos(2.75n + - n ) = 0.1 cos 3n 
4 
e) 
d) 
v(O) = Awsen(rot +8) =-O.ht 1 n 
4 
1 
v(2.75) = - O. ln sen(2. 75n + - 1t) = - 0.ltt3n 
4 
k ' , N = mOl = \0(. ) =98.7-
m 
E = ~ (98.7)(0.1 )1 = 0.49 joules 
Y(2.75) = !Jo¡ ' = ! (98.7)(0.1'0,3.) 
2 2 
K = E - Y 
K = 0.49 joules 
VI. Otros Ejemplos de Osciladores Annónicos 
Todo fe nómeno natural se comporta como un oscilador armónico, si satisface una ecuación 
del tipo 
siendo ro2 una constante que para el caso del resorte elástico es 
, k 
Ol = 
m 
en otros casos, ~sta constante puede ser difercnlc. A continuación se estudiaran otros 
dispositivos que se comportan como osciladores armónicos simples. 
, )5 
1. El Péndulo Simple 
ÉSle consiste de una partícula puntual de masa m. sujeta a un de los extremos de una cuerda 
de longitud L y de masa despreciable, pendiendo del pumo "o" que muestra la figura : 
mil rOl e 
El movimiento de la partícula m es de rotación en tomo a un eje perpendicular al plano de 
la página y que pasa por el punto "o", Aplicando la 2" ley de Newton 
t=la 
En el diagrama de cuerpo libre, se puede apreciar que la única fuerza que produce torca en 
tomo al eje que pasa por el punto o, es la componente tangencial del peso. 
- mgLsen8 = la 
d' 9 
pero a = - )' para la particula puntual 1 = mr 1 = mLl 
dI ' 
d '9 
mll 1 + mgLsen8 = O 
dI 
dividiendo entre mL 2 
vn.\3 
Esta es la ecuación del péndulo simple para cualquier ángulo. El desarrollo en serie del 
sena es 
el e' 9) 
senS =S- 3! + S! -T! + ..... 
para pequeñas oscilaciones con e « l, se pueden despreciar los tennino de e l en adelante, 
entonces 
senS "",S 
sustituyendo esta aproximación en la ecuación V II.I] 
VII.l4 
ecuación que tiene la misma fonna que la del oscilador annónica, aunque la frecuencia 
angular (1), este caso está dada por 
00= 
g 
', L 
VIl .15 
Así la solución del péndulo para pequeñas oscilaciones, tiene la misma fonna que para el 
resorte 
9(1) = 9 . <0'(001 + 8) 
9. 
0= tan ¡ - ~ u 
e.", 
S .. : amplitud 
'" 
siendo 90 Y W o la posición y la velocidad angular en t=O, respectivamente. 
2. Pendulo Físico 
M. 
Este se refiere a un sólido cualquiera que gira en tomo a un eje fijo que pasa por el punto P, 
como muestra la figura . Procediendo de igual manera que con el péndulo simple 
t = la 
- rngLsen6 = Ia 
nuevamente para pequeftas oscilaciones sen 6 ;::: 6 
por 10 que para el péndulo fis ico para pequeftas oscilaciones 
9(')=9 . <0'(0)' +0) 
donde 
lJ8 
-w S=tan -I ~~. 
6 • ., 
siendo 1 el momenlo de inercia del cuerpo que oscila. 
3. Péndulo de Torsión 
VIL I6 
Este consisle en una varilla de IO('$ión de masa despredable la cual eslá sujeta en uno de sus 
extremos a un soporte y el otro está empotrado en un cuerpo de forma arbitraria, es ~sle 
caso a un disco. 
6. 
Para ángulos pequei'ios, la varilla de lorsión salisface la ecuación 
t =-k9 
siendo k la constante de IO('$iÓn. Nótese que ésta ecuación es similar a la ley de Hooke para 
resortes. 
Aplicando la 2· ley de Newton a m 
'" 
t=Ia 
-k9= la 
d '9 k 
- + - 9=0 
dt l 1 
por tanto la solución es la misma que para el péndulo simple con 
donde I es el momento de inercia del disco respecto al eje de giro. 
Ejemplo 3 
VII.17 
El disco que muestra la figura tiene una masa de 10 kg Y un radio de 20 cm. determinar el 
periodo de oscilación del disco, para pequenas oscilaciones. 
Solución : 
Este es un péndulo fisico cuya frecuencia angular está dada por la ecuación VIl.16 
ro= I m~ ~ 1 
donde I es el momento al eje de giro que se encuentra desplazado una distancia r respecto al 
centro de masa. Parn calcular I se hará uso del teorema de los ejes paralelos 
'" 
donde J l o = 2 rnr l es el momento de inerc ia respttto a un eje que pasa por e l centro de 
masa y D la distancia entre los ejes, en éste caso r. 
y la frecuen cia angular del d isco 
de la «uaci6n VII .8 
Ejemplo 4 
ro = 
f mgr ~i"g I .. - .,--
. 2 1 \3 r 
- mr jJ 
- ~ 21t 3 r 3 • 0.2 T = - = 2n , - - = 21t -
ro \ 2 g , 2 9.8 
T= I.I seg 
El bloque de 7 kg está suspendido por una cuerda que pasa sobre un disco de 5 kg, como 
muestra la figura . Si la constante del resorte es de 1000 N/m y la cuerda no rubala sobre el 
disco, determinar la frecuencia de oscilación del d isco. 
,,, 
Posición de 
equilibrio 7kg 
kx,,=mg 
Este es un problema el cual se puede resolver mediante la aplicación de la 2" ley de Newton 
tanto al disco como el bloque, sin embargo se puede hacer también a través del uso de la 
ley de la conservación de la energía, ya que las dos fuerzas que influyen en el movimiento, 
el peso y la del resorte, son conservativas. Por lo tanto 
E=constante y por consiguiente ~!':=o 
dI 
Si se toma una posición arbitraria en donde el resorte este defonnado y tanto el disco como 
el bloque se encuentren en movimiento 
'" 
La energía mecánica del sistema para la posición punteada es 
E l , 1 1 1 1 =- -- rnv · + - 100 + - kx - mgx 
2 2 2 ' 
donde x~=xo+x . Derivando E con respecto alliempo y lomando en consideración que tanto 
v, ro y )( son funciones del tiempo 
dE =- rnv dv + loo dO} + kx dx , _ mg dx =- O 
dl dt dt ' dt dt 
pero la velocidad del bloque es igual a la velocidad tangencial de tos puntos de la perife ria 
del disco, por tanto v=ror y 
doo 1 dv dx , dx 
dt r dt y Tt= d{ =V 
sustituyendo estas dos expresiones en la ecuación para derivada de la energía 
dv 1 dv 
rnv - +1 v - +kx ,v- rngv = O 
dt r l dt 
dv d1x mg 
eliminando v y tomando en cuenta que =- - - y que x = X + X :::: - - + x dt dt l 'o k 
sustituyendo 1 = i rnr l para el disco y eliminando termino 
1.1.1 
3 dividiendo entre ~- m 
2 
12k y ro = --
13m 
asi el movimiento del bloque y el disco es un movimiento armónico simple con una 
frecuencia angular dada por (1) , 
'" 
UNIDAD VII 
AUTOEVALUACIÓN 
Preguntas 
l. Mencione algunos ejemplos de movimiento annónico simple a los que no se haya 
hecho referencia en esta unidad. 
2. Si se dupl ica la amplitud de un movimiento armónico simple, ¿que pasa con la energía 
mecánica? 
3. S i a un re loj de péndulo se lleva de la Ciudad de México a nivel del mar, ¿se atrasará o 
adelantará? 
4. ¿S i la masa de un péndulo simple se duplica que pasa con el período?)' si se dupl ica la 
longitud ¿qué sucede con el periodo? 
S. Si la masa de un oscilador annónico simple se duplica, ¿qué pasa con la frecuencia 
angular? y si simultáneamente se duplica la constante del resorte ¿qué sucede con la 
frecuenc ia? 
6. ¿En qué puntos de la traye<: toria de un oscilador armónico simple es máxima la energía 
c inética? ¿yen CUÁles la energía potencial? 
Problemas 
l . La masa de un oscilador annónico simple es de 3 kg Y la constante del rcsone igual 150 
N/m. Si parte del reposo en el momento que se encuentra a 7 cm de la posición de 
equilibrio, calcular: 
a) La amplitud, la constante de fase, el periodo y numero de oscilaciones que realiza 
en 4 seg. 
b) La energía mecanica. 
c) La energía cinética y potencial en r-4 seg. 
2. El disco de masa m y radio r que mueSlra la figura tiene un eje en su centro mediante el 
cual se sujeta al resorte, si rueda sin resbalar una vez que es soltado desde una posición 
diferente a la de equilibrio, encontrar la frecuencia de oscilación siguiendo el 
procedimiento del ejemplo 4. 
"C±=:! 
'" 
l . Introducción 
UNIDAD VII I 
ÜSCILAOOR ARMÓNICO AMORTIGUADO Y 
FORZADO 
En la unidad anterior se estudió d oscilador armónico simple en virtud de su importancia 
en el contexto de la Física y de la Ingeniería. Al analizarlo se consideró que las únicas 
fuerzas que actuaba sobre él, eran fuerzas proporcionales al desplazamiento como la del 
resorte, dentro de los límites de elasticidad perfecta, sin embargo en el mundo real se sabe 
que es prácticamente impos ible evi tar que aetuen otras fuerzas como la de fricción, la cual 
es causa de que la energía mecánica sea disipada en forma de calor y como consecuencia 
que la amplitud de oscilación no sea constante como en el caso del oscilador armónico 
simple, sino que decrezca en el transcurso del tiempo. Este hecho se aprovecha en el disefto 
de los llamados amortiguadores que permiten reducir con cierta rapidez los movimientos no 
deseados, corno el movimiento vertical de un automóvil al pasar un bache o la vibración de 
un edificio como consecuencia de un temblor y otros muchos más. 
Existen otras fuerzas que en lugar de reducir la energia mecánica y la amplitud del 
oscilador, tienden a aumentarlas. tal es el caso de la fuerza producida por el viento que 
puede ser tan importante que llega a volcar automóviles o a derribar puentes como el 
colgante de Tacoma, en el estado de Washington, Estados Unidos, el cual se colapso como 
consecuencia de fuertes rachas de viento que generaron una fuerza con una frecuencia 
similar a la natural de osci lación del puente lo cual ocasionó que la amplitud del 
movimiento de oscilación del puente fuera en aumento. A este fenómeno mediante el cual 
una fuerza impulsora tiene una frecuencia igual que la natural de un cuerpo, se le conoce 
como resonancia. 
En esta unidad se estudiará de manera superficial el oscilador sujeto a fuerzas que disipan 
la energía y a fuerzas impulsoras que tienden a incrementarla, además de las fuerzas que 
mantienen constante la energía mecánica, como la del resorte. 
'" 
11, Oscilador Amortiguado 
Como se mencionó en la introducción. en este caso además de la fuerza de restitución 
elástica proporcional a la posición del cuerpo, actúan fuenas disipativas como a la que se 
ve sujeto un oscilador que se encuentra sumergido en el seno de un flu ido viscoso, cuya 
fuerza que ejerce es proporcional y en sentido contrario a la velocidad 
dx F =-bv = - b -
dI 
VIlI-l 
donde b es una constante llamada el coeficiente de amortiguamiento. que depende de la 
viscosidad del flu ido y de la fonna del cuerpo. Tomando en consideración las fuerzas que 
acruan sobre el oscilador 
dividiendo todo entre m 
F=ma 
dx d )x 
- kx-b =m -
dI dt ) 
d )x dx 
m ~- +b~ +kx=O 
dt 1 dt 
d 2 x b dx k ~+ ~- + -x=O 
dt ! m dI m 
VltI.2 
Esta es la ecuación del oscilador forzado. La solución de la ecuación diferencial se sale de 
los alcances del curso por lo que sólo presentaré. la solución para el caso en que el 
amortiguamiento no es muy grande 
x{t)= A,e'· cos{wt + o) VIIIJ 
b 
donde la constante de amortigua.miento y = -'- . Nótese que la solución es similar a la del 
2m 
osci lador armónico. aunque con una amplitud que depende del tiempo, dada por 
VIIl .4 
'" 
Donde A a = A(O) y m la masa. La rápidez con que decrece la amplitud depende 
fundamentalmente de l factor 
b y= -
2m 
Vlll :5 
El valor de y determina el tipo de movimiento que desarrolla el sistema masa-resorte. Se 
distinguen tres casos. a saber 
k 
a) Subamortiguado (1)0> y. siendo (1) 0 1 = - la frecuencia del oscilador armónico simple. 
m 
En esta s ituación el cuerpo oscila con una amplitud que decrece con el tiempo y una 
frecuen cia dada por 
y por tanto su periodo igual a 
r----, --, 
ro= , roo -y 
T = 2. = -r;:2~.~ 
ro r- ~ - -- 1 
. roo - y 
La amplitud de oscilación está dada por la ecuación VillA 
VlIl .6 
VIII .7 
para un tiempo FT- ~ • llamado el tiempo de re lajación. la amplitud se reduce de la 
2y 
siguiente manera : 
A(t)= A. e~ =o .61A. 
La energía mecánica del oscilador amortiguado está dada por 
I , 1 '2 - 2.,. E(t)=- - kK = - mroo• A oe 
2 2 
y la potencia di sipada por el amortiguam iento. dada por 
está dada por 
dE 
",.. 
dI 
u. 
I 
pero T= - - , por lo tanto 
2y 
E p= -
t 
b) Amortiguamiento critico IDQ = y. El sistema no oscila sino que sólo regresa a su 
posición de equilibrio. 
e) Sobreamortiguado ffi v < y. Tampoco existe un movimiento oscilatorio en este caso, ya 
que la fuerza amortiguadora determina el movimiento y como consecuencia el sistema 
masa - resorte solo regresa a su posición de equilibrio al igual que el amortiguamiento 
crítico, pero con mayor lentitud. 
Para cada caso mencionado, la amplitud en función del tiempo se describe en la siguiente 
gráfica 
La gráfica de la amplitud en función del tiempo se muestra a continuación para cada uno de 
los tres casos descritos. 
Ejemplo I 
Para un oscilador annónico de lOO gramos de masa, con una constante de 30 N/m y un 
coeficiente de amortiguamiento b= 0.02 kg.ls. calcu lar 
ISlJ 
a) La frecuencia de oscilación y la frecuencia natural 
b) El periodo Y él número de oscilaciones requeridas para reducir la amplitud a la mitad de 
su valor original. 
ik / 20 rad 
ro , = J'- = \- = 14. 1421 
m ' 0.1 seg 
ro= ;00_(0.02)' =14.1386 rad 
2xO.l seg 
21t 27t 
T= = ~- =0.45 s<g 
ro 14.11 
A 
A(t)= -t= A, e" 
~ =e-l' 
2 
y=~= 0.02 =0.11 
2m 2·0.1 seg 
1=6.93 seg 
t 6.93 No. de oscilaciones :: _--~ ~ 1 5.40 
T 0.45 
In: Oscilador Forzado y AmortiB;uado 
Para éste caso el sistema masa·resorte está sujeto además de la fuerza del resorte y la fuerza 
de amortiguamiento a una fuerza impulsora que depende del tiempo en la forma que 
muestra la figura 
Posición de Equilibrio 
'" 
EIl la figura apare<:en trn fue rzas actuando sobre el bloque : la del resorte (F=-kx), la de 
amoniguamiento (F=-bv) y la impulsora (F(t)=Foeos w¡t); siendo Fo el valor máximo de la 
fuerza impulsora o su amplitud. Aplicando al bloque la 2" ley de Newton: 
ma=-kx-bv+Foeosw¡t 
d 1x dx 
m 1 + b +kx = Focos(ooft) 
dI dI 
"111.8 
El sistema suele pasar por un estado transitorio, de cona duración, en el cual oscila con la 
frecuencia natural 00 0 = , )' ya que el bloque es impulsado con una frecuencia Wf, 
m 
debe oscilar con esta frecuencia en el estado estable, una vez que pasa el transitorio. La 
solución para el estado estable de la ecuaciÓn VIII .8 es 
donde 
A = 
y 
x(t) = ACOS(oo fl + 0) 
F. 
o = tan -f ___ ~t:. _ 
m(oo! - oo ;) 
VII1.9 
VlII .IO 
VII!. I I 
Nótese que tanto la ampli tud como la constante de fase, depende de la frecuencia forzada 
Wf para una Fo dada de la fuerza impulsora. Existe un valor de Wf para el cual la amplitud 
A del oscilador forzado es máxima, a esta frecuencia se le conoce como frecuencia de 
resonancia (WR) y se obtiene derivando la ecuación VIII 10 con respecto a Wfe igualando a 
cero . Su valor esta dado por 
Y el valor de la amplitud (Am .... ) para la resonancia es 
I ~ ! 
En la ecuación VIII, lO se puede apreciar que si r es cero, entonces la frecuencia de 
resonancia (roRl está dada por: 
ro R = roo 
y la amplitud para la frecuencia de resonancia tiende a infinito. 
El fenómeno de resonancia, bajo ciertas condicione~, puede ocasionar serias dificultades a 
sislemas físicos, como el caso ya descrito del puente de Tacoma, o a edificios sujetos a 
temblores de tierra cuya frecuencia de oscilación es similar a la frecuencia natural del 
edificio. 
I ~ .l 

Preguntas 
UNIDAD VIII 
AUTOEVALUAClÓN 
l . ¿Se conserva la energía para un oscilador armónico amortiguado? Explicar su 
respuesta. 
2. ¿Se conserva la energía para un oscilador armónico amoniguado y forzado? 
Explicar su respuesta. 
3. Todos los objetos tienen una frecuencia de resonancia ¿a qué se debe? 
4. Los edificios de diferentes alturas sufren diferentes dailos en un temblor. ¿Por qué 
sucede esto? 
Problemas 
1. Un oscilador armónico amortiguado está constituido por un bloque de 2 kg, un 
resorte de constante 12 N/m y un amortiguador. Si la amplitud inicial es de 25 cm y 
se observa que después de 7 oscilaciones se reduce a la milad, calcular: 
a) El valor de b 
b) La perdida de energia. 
2. Si al dispositivo del problema anterior se le aplica una fuerza dependiente de! 
tiempo del tipo F(t)=FOcos wr1, con FO"'20 N. Determinar e! valor de (Uf para que la 
amplitud sea máxima y e! valor máximo de la amplitud. 
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